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Introduction
La conjecture de Lang pour les surfaces S de type ge´ne´ral existe en trois versions
au moins: hyperbolique, corps de fonctions (complexe) et arithme´tique. La version
hyperbolique faible, par exemple, affirme l’existence d’une courbe projective D ⊂ S
contenant l’image de toute application holomorphe non-constante de C dans S.
Cette conjecture peut-eˆtre re´duite au cas des courbes, et donc de´montre´e dans
ses trois versions lorsqu’il existe une fibration f : S → C sur une courbe C de type
ge´ne´ral (ie: g(C) ≥ 2), ou plus ge´ne´ralement, lorsqu’un reveˆtement e´tale fini S ′ de
S posse`de cette proprie´te´ (purement topologique, par un the´ore`me de Siu ([Siu80] ):
le groupe fondamental de S a un sous-groupe d’indice fini admettant pour quotient
un groupe de surface). Cette observation est utilise´e dans [C-S-S97] et [D97]).
Cette dernie`re proprie´te´ peut eˆtre cependant aussi formule´e comme suit: il existe
une fibration f : S → C dont la base orbifolde pour les multiplicite´s classiques (voir
de´finition en 1.2 ci-dessous) est une courbe orbifolde de type ge´ne´ral. La multiplicite´
classique d’une fibre F =
∑
j∈J mj .Fj est de´finie par m
∗(F ) := pgcd{mj, j ∈ J}.
On se propose ici d’e´tendre cette solution de la conjecture de Lang au cas ou`
les multiplicite´s classiques des fibres de f sont remplace´es par les multiplicite´s non
classiques m(F ) := inf{mj , j ∈ J}, introduites naturellement dans [C01] (voir 1.1
ci-dessous pour une justification).
Ce changement de de´finition soule`ve des proble`mes nouveaux: les fibres multiples
ne peuvent en effet plus eˆtre e´limine´es par un reveˆtement e´tale de S, et les solutions
de la conjecture de Mordell pour les courbes de type ge´ne´ral (dans ses trois versions)
ne peuvent donc plus eˆtre invoque´es.
Ce fait est illustre´ par l’exemple donne´ au §5 d’une fibration f : S → P1 dans
laquelle la surface projective S est lisse et simplement connexe, et la base orbifolde
(ne´cessairement non classique) est de type ge´ne´ral. De tels exemples peuvent eˆtre
de´finis sur des corps de nombres, ou meˆme sur Q.
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La solution de la conjecture de Lang dans cette nouvelle situation peut
ne´anmmoins encore eˆtre re´duite, apre`s de´finition ade´quate de la notion de point
k-rationnel d’une courbe orbifolde, a` la solution d’une version orbifolde de la con-
jecture de Mordell. Nous e´tablissons ici les deux premie`res versions (hyperbolique
et corps de fonctions), mais pas la version arithme´tique. On ne dispose pas, en effet,
dans le contexte orbifolde, du plongement Jacobien1, qui joue un roˆle essentiel dans
les solutions existantes de la conjecture de Mordell.
Cette version orbifolde de la conjecture de Mordell arithme´tique (voir 4.2 pour
l’e´nonce´ pre´cis), bien que conse´quence de la conjecture abc est cependant d’un inte´reˆt
inde´pendant, et permettrait par exemple de montrer que les surfaces lisses et sim-
plement connexes construites au §5 ne sont pas potentiellement denses.
Des discussions avec P. Eyssidieux et E. Peyre sont a` l’origine de la version corps
de fonctions conside´re´e ici. Je les en remercie, ainsi que J.L. Colliot-The´le`ne pour
l’observation 4.8, et L.Gruson et T. Peternell, pour leur relecture de la §.5.
Contents
1 Base orbifolde d’une fibration 3
1.1 Orbifoldes, fibre´ canonique et dimension de Kodaira . . . . . . . . . 3
1.2 Base orbifolde d’une fibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.1 Multiplicite´s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.2 Base orbifolde d’une fibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Courbes orbifoldes, morphismes d’orbifoldes . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4 Fibrations de type ge´ne´ral sur une surface projective . . . . . . . . . 5
2 Version hyperbolique 7
2.1 Pseudome´trique de Kobayashi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 Pseudome´trique de Kobayashi orbifolde . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3 Non de´ge´ne´rescence de la pseudome´trique de Kobayashi . . . . . . . . 9
3 Version Corps de Fonctions 11
3.1 Varie´te´s de´finies sur un corps de fontions complexes . . . . . . . . . . 11
3.2 Orbifoldes de´finies sur un corps de fonctions . . . . . . . . . . . . . . 12
3.3 Courbes orbifoldes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.4 Points kB-rationnels d’une courbe orbifolde . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.5 Mordell orbifolde sur un corps de fonctions . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.6 Finitude pour les surfaces de type ge´ne´ral ayant une fibration de type ge´ne´ral sur une courbe 23
4 Version Arithme´tique 25
4.1 Points rationnels orbifolde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.2 Conjecture de Mordell Orbifolde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1sauf dans le cas d’une courbe elliptique pointe´e. Voir 3.19
2
5 Une fibration de type ge´ne´ral sur une surface simplement connexe 27
6 Bibiographie 33
1 Base orbifolde d’une fibration
On rappelle ici un certain nombre de notions introduites dans [C01] auquel on
renvoit pour plus de de´tails.
1.1 Orbifoldes, fibre´ canonique et dimension de Kodaira
Une orbifolde (Y/∆) est la donne´e d’une varie´te´ projective complexe Y et d’un Q-
diviseur orbifolde ∆ :=
∑
j∈J(1−1/mj).∆j sur Y , dans lequel J est un ensemble fini,
les mj > 1 sont des entiers, et les ∆j des diviseurs (de Weil) irre´ductibles distincts
de Y tels que le diviseur KY + ∆ soit Q-Cartier. (Cette condition sera toujours
ve´rifie´e dans la suite ou` Y sera lisse). On dira que l’orbifolde (Y/∆) est supporte´e
par Y .
Le Q-diviseur KY + ∆ := K(Y/∆) est appele´ le diviseur canonique de (Y/∆), et
κ(Y/∆) := κ(Y,KY +∆) est appele´ sa dimension de Kodaira. On a donc toujours:
κ(Y/∆) ≥ κ(Y ) si Y est lisse (ou si KY est Q-Cartier).
On dira que (Y/∆) est de type ge´ne´ral si κ(Y/∆) = dim(Y ) > 0.
On pourrait, dans cette situation, de´finir aussi le groupe fondamental de cette
orbifolde. Voir [C01].
1.2 Base orbifolde d’une fibration
1.2.1 Multiplicite´s
Soit F :=
∑
k∈Kmk.Fk un cycle analytique de dimension pure p ≥ 0 d’un espace
analytique Z. Ceci signifie que les Fk sont des sous-ensembles analytiques compacts
irre´ductibles distincts de Z de dimension complexe p, K un ensemble fini, et les
mk > 0 des entiers. La multiplicite´ m(F ) (resp. la multiplicite´ classique) m
∗(F ))
est le plus petit (resp. le plus grand commun diviseur) des mk, k ∈ K. Donc m
∗(F )
divise m(F ).
Remarque 1.1 L’introduction de la notion non classique de multiplicite´ provient
de ce qu’on a une bijection naturelle entre les fibrations de type ge´ne´ral au sens non
classique et les faisceaux de Bogomolov; de plus, elle est mieux adapte´e a` l’etude de la
pseudome´trique de Kobayashi (et probablement aussi a` la ge´ome´trie arithme´tique).
Voir [C01] pour une justification plus de´taille´e.
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1.2.2 Base orbifolde d’une fibration
Une fibration de´signe dans le pre´sent texte une application holomorphe surjective et
a` fibres connexes f : X→Y entre varie´te´s projectives complexes lisses et connexes.
Si f : X → Y est une fibration, et si D est un diviseur irre´ductible de Y , on
notera f ∗(D) = F +R, ou` F (resp. R) est la re´union des composantes irre´ductibles
de f ∗(D) dont l’image par f est D (resp. est de codimension au moins 2 dans Y ).
On e´crit F :=
∑
k∈K mk.Fk, et on de´finit alors la multiplicite´ (resp. la multiplicite´
classique de la fibre ge´ne´rique de f au-dessus de D comme e´tant: m(f,D) := m(F )
(resp. m∗(f,D) := m∗(F )).
Doncm(f,D) etm∗(f,D) sont e´gaux a` 1 sauf pour un nombre fini deD, contenus
dans le lieu au-dessus duquel f n’est pas lisse.
On de´finit alors la base orbifolde (resp. la base orbifolde classique) de f comme
e´tant le couple (Y/∆(f)) (resp. (Y/∆∗(f))), avec:
∆(f) :=
∑
D⊂Y (1− (1/m(f,D))).D (resp. ∆
∗(f) :=
∑
D⊂Y (1− (1/m
∗(f,D))).D.
On notera que ces sommes sont bien finies, puisque m(f,D) (et a fortiori
m∗(f,D)) sont e´gales a` 1 sauf pour un nombre fini de D.
On a alors aussi: κ(Y ) ≤ κ(Y/∆∗(f)) ≤ κ(Y/∆(f)).
On dira que f est de type ge´ne´ral (resp. de type ge´ne´ral au sens classique) si Y
est une courbe2 et si la base orbifolde (Y/∆(f)) (resp. la base orbifolde classique
(Y/∆∗(f)) de f est de type ge´ne´ral (ie: de dimension de Kodaira 1).
Remarque 1.2 Dans les situations conside´re´es ici, X sera une surface, et Y une
courbe. Dans ce cas, les diviseurs D de Y sont des points. De plus, il re´sulte alors de
[B-P-V,V. 7. p.150] que si f est une fibration elliptique, alors m∗(f,D) = m(f,D)
pour tout D ⊂ Y . Si la fibre ge´ne´rique de f est rationnelle, alors m(f,D) =
m∗(f,D) = 1 pour tout D ⊂ Y . La distinction entre ∆(f) et ∆∗(f) n’apparait donc
que si les fibres lisses de f sont des courbes de type ge´ne´ral, condition satisfaite si
X est elle-meˆme de type ge´ne´ral.
1.3 Courbes orbifoldes, morphismes d’orbifoldes
On va conside´rer ici une orbifolde (C/∆), dans laquelle C est une courbe pro-
jective lisse et connexe de genre g(C) , et ∆ :=
∑k=N
k=1 (1 − 1/mk).pk, ou` les pk sont
des points (donc des diviseurs irre´ductibles) de C.
On notera parfois, lorsque la connaissance des points pk est superflue,
(C/(m1, ..., mN)) une telle orbifolde, les mk e´tant ordonne´s de telle sorte que
2 ≤ m1 ≤ m2 ≤ ... ≤ mN .
Par exemple, P1/(2, 3, 7) de´signe une orbifolde P1/∆, avec ∆ = (1/2).p1 +
(2/3).p2 + (6/7).p3, ou` les pj ∈ P
1, j = 1, 2, 3 sont distincts.
2Si Y est de dimension 2 ou plus (cas non utilise´ ici), la de´finition est plus complique´e. Voir
[C01].
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Si (C/∆) et (C ′/∆′) sont des orbifoldes dont les supports sont des courbes,
un morphisme d’orbifoldes g : (C/∆) → (C ′∆′) est la donne´e d’une application
holomorphe surjective g : C → C ′ telle que g∗(KC′/∆′) ⊂ KC/∆. On dit que g est
e´tale si l’on a l’e´galite´ g∗(KC′/∆′) = KC/∆. Alors κ(C/∆) ≥ κ(C
′∆′), avec e´galite´ si
g est e´tale.
Donc g : (C/∆)→ (C ′/∆′) est un morphisme d’orbifoldes si et seulement si, pour
tout x ∈ C, on a: r(g, x).∆(x) ≥ ∆(g(x)), ou` r(g, x) est l’indice de ramification de
g en x, ∆(x) est la multiplicite´ de ∆ en x, e´gale a` 1 si x n’est pas l’un des pk, et
e´gale a` mk si x = pk. On de´finit ∆
′(x′) de manie`re similaire si x′ ∈ C ′. Et g est
e´tale exactement lorsque toutes ces ine´galite´s sont des e´galite´s.
Exemple 1.3
1. Soit g : C := E → P1 := C ′ un reveˆtement double ramifie´ en 4 points
ak ∈ P
1, k = 1, 2, 3, 4, avec E une courbe elliptique. Soit ∆ le diviseur vide sur E
et ∆′ :=
∑k=4
k=1(1/2).ak. Alors g : (E/∅) → (P
1/∆′) est un morphisme d’orbifoldes
e´tale de degre´ 2, ainsi que g : (E/((1/2).a¯1))→ (P
1/∆”), si a¯1 est l’unique point de
E dont l’image par g est a1, et si ∆” := (3/4).a1 +
∑k=4
k=2(1/2).ak.
2. Plus ge´ne´ralement, si (C ′ := P1/∆′) est une orbifolde telle que N ≥ 3 dans
la notation pre´ce´dente, il existe un morphisme d’orbifolde e´tale g : C → (P1/∆′).
(On note C une orbifolde supporte´e par une courbe et de diviseur vide). Voir, par
exemple, [N87, p. 26] pour cette assertion. Donc: κ(P1/∆) = 1 (resp. 0) si et
seulement s’il existe un morphisme e´tale g : C → (P1/∆), avec g(C) ≥ 2 (resp.
g(C) = 1).
Remarque 1.4 S’il existe un morphisme d’orbifolde g : (C/∆)→ (C ′∆′), on note:
(C/∆) ≥ (C ′∆′). On ve´rifie que κ(P1/∆) = 0 exactement dans les cas suivants:
N = 3 et ∆ = (3, 3, 3), ∆ = (2, 3, 6) ou ∆ = (2, 4, 4); ou bien N = 4 et ∆ =
(2, 2, 2, 2). De plus: κ(P1/∆) = −∞ si et seulement si l’on est dans l’un des cas
suivants: N ≤ 2, N = 3 et ∆ est l’une des suivantes: (2, 2, m), (2, 3, m′), avec m
arbitraire, m′ ≤ 5.
On en de´duit que κ(P1/∆) = 1 si et seulement si (P1/∆) ≥ (P1/∆′), ou` ∆′ est
l’une des cinq suivantes: (2, 3, 7), (2, 4, 5), (3, 3, 4), (2, 2, 2, 3), (2, 2, 2, 2, 2).
1.4 Fibrations de type ge´ne´ral sur une surface projective
On conside`re dans cette section une fibration f : X → C dans laquelle X est
une surface (projective complexe). On note F une fibre lisse de f , g(F ) son genre,
et κ(X) ∈ {−∞, 0, 1, 2} la dimension canonique (ou de Kodaira) de X .
Proposition 1.5 Si f est de type ge´ne´ral, alors:
1. κ(X) 6= 0. De plus:
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2. Si κ(X) = −∞, alors: g(F ) = 0 et g(C) = q(X) ≥ 2. De plus, f est a` la fois
le quotient rationnel, le morphisme d’Albanese, et le coeur de X (voir [C01] pour ce
terme).
3. Si κ(X) = 1, alors g(F ) = 1, et f est a` la fois la fibration d’Iitaka-Moishezon
et le coeur de X. De plus, f est de type ge´ne´ral au sens classique, donc il existe un
reveˆtement e´tale fini u : X ′ → X tel que g(C ′) ≥ 2 si f ′ : X ′ → C ′ est la partie
connexe de la factorisation de Stein de v ◦ f ′ = f ◦ u : X ′ → C, et v : C ′ → C sa
partie finie.
4. κ(X) = 2 si et seulement si g(F ) ≥ 2.
De´monstration de 2.1: Puisque f est une fibration de type ge´ne´ral, le
the´ore`me d’additivite´ orbifolde (voir [C01], §4) affirme que κ(X) = κ(F ) +
dimC(C) = κ(F ) + 1. Ceci montre donc que κ(F ) = −∞ si κ(X) = −∞, que
κ(X) 6= 0, et que κ(F ) = κ(X)− 1 si κ(X) = 1, 2. Si κ(X) 6= 0, 2, on voit donc que
f est a` la fois a` fibres spe´ciales (voir [C01]) et de type ge´ne´ral (comme fibration).
C’est donc le coeur de X (voir [C01] pour la description explicite du coeur dans le
cas des surfaces). Cette description donne les autres assertions de l’e´nonce´.
Remarque 1.6 Le re´sultat pre´ce´dent est un cas tre`s particulier de re´sultats valables
en dimension supe´rieure. Voir [C01].
Remarque 1.7 Le fait d’eˆtre de type ge´ne´ral au sens classique s’interpre`te
ge´ome´triquement tre`s simplement (voir [Ca01]): f est de type ge´ne´ral au sens clas-
sique si et seulement si, apre`s changement de base fini ade´quat (ramifie´ en ge´ne´ral)
v : C ′ → C et normalisation, le morphisme f ′ : X ′ → C ′ de´duit de f n’a pas de
fibre multiple au sens classique, et si C ′ est une courbe de type ge´ne´ral. Donc si
f : X → C est une fibration de type ge´ne´ral, le groupe fondamental de X admet un
sous-groupe d’indice fini dont un quotient est le groupe fondamental d’une courbe
de genre 2 ou plus. (La re´ciproque est d’ailleurs vraie aussi, par un the´ore`me de Siu
([Siu80])).
Nous verrons par contre l’existence de fibrations de type ge´ne´ral f : X → C avec
X simplement connexe, et donc C ∼= P1. Une telle f n’est donc pas de type ge´ne´ral
au sens classique.
Remarque 1.8 Si f : X → C est une fibration de type ge´ne´ral au sens classique
avec X une surface, les conjectures arithme´tiques et hyperboliques de Lang peuvent
eˆtre re´duites aux e´nonce´s analogues pour les courbes, et donc re´solues, a` l’aide de
re´sultats bien connus.
Expliquons le principe de cette re´duction dans le cas arithme´tique (les autres cas
sont similaires). Elle se fait en les quatre e´tapes ci-dessous, supposant u : X ′ → X
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e´tale et de´finie sur le corps de nombres k, ainsi que f ′ : X ′ → Y ′, ou` Y ′ est une
courbe de type ge´ne´ral.
0. Par le the´ore`me de Chevalley-Weil, il existe une extension finie de corps k′/k
telle que u(X ′(k′)) ⊃ X(k). Il suffit donc d’e´tablir le re´sultat pour X ′.
1. f ′(X ′(k′)) ⊂ Y ′(k′).
2. Y ′(k′) est fini (conjecture de Mordell, e´tablie dans [F83]). C’est l’e´tape
cruciale.
3. Si V ′ ⊂ Y ′ est l’ouvert au-dessus duquel f ′ est lisse, et si U ′ := (f ′)−1(V ′),
alors les fibres de f ′ : X ′(k′) ∩ U ′ → Y ′(k′) ∩ V ′ sont finies, par Mordell encore.
Par contre, lorsque f : X → C est de type ge´ne´ral au sens non classique ci-
dessus, des arguments nouveaux sont ne´cessaires, duˆs au fait que l’e´tape 0. ci-
dessus ne peut plus eˆtre applique´e. On va e´tablir dans cette situation les versions
hyperboliques et corps de fonctions. La version arithme´tique conduit a` une version
orbifolde de la conjecture de Mordell (voir 4.5) pour laquelle les de´monstrations
connues ne semblent pas s’adapter, car base´es de manie`re essentielle sur l’e´tude de
la Jacobienne.
2 Version hyperbolique
2.1 Pseudome´trique de Kobayashi
On conside`re dans cette section aussi une fibration f : X → C dans laquelle X
est une surface projective complexe. On note encore F une fibre lisse de f , et
κ(X) ∈ {−∞, 0, 1, 2} la dimension canonique (ou: de Kodaira) de X . On note
dX : X ×X → R
+ la pseudome´trique de Kobayashi (voir [K71]). Si f : X → C est
une application, et δC une pseudome´trique sur C, on note f
∗(δC) la pseudome´trique
sur X de´finie par: f ∗(δC) := (δC) ◦ (f × f) : X × X → R
+. Si d, d′ sont deux
pseudome´triques sur X , on de´finit l’ine´galite´ d′ ≥ d de la manie`re e´vidente. Une
pseudome´trique d est une me´trique si d(x, y) > 0 lorsque x 6= y. En ge´ne´ral, dX
n’est pas une me´trique; par exemple dC ≡ 0.
Rappelons que dX est la plus grande des pseudome´triques sur X telle que dX ≤
h∗(dD), si dD est la me´trique de Poincare´ sur le disque unite´ D de C, et h : D → X
une application holomorphe arbitraire. (Le lemme d’Ahlfors-Schwartz montre que
les deux sens de la notation dD coincident). Il est e´vident que si g : Y → X est une
application holomorphe arbitraire, on a: dY ≥ g
∗(dX). (Proprie´te´ de de´croissance
de la pseudome´trique de Kobayashi par applications holomorphes).
Remarque 2.1 Si f : X → C est de type ge´ne´ral au sens classique, apre`s
reveˆtement e´tale fini ade´quat u : X ′ → X , la partie connexe f ′ : X ′ → C ′ de
la factorisation de Stein de f ◦ u a pour image C ′, une courbe de type ge´ne´ral. On
en de´duit aise´ment que: dX ≥ f
∗(δC), ou` δC est une me´trique sur C qui de´finit
la topologie analytique de C. En particulier, si X (et donc la fibre ge´ne´rique F
de f) est de type ge´ne´ral, alors dX est une me´trique sur l’ouvert de Zariski U de
X qui est la re´union des fibres lisses de f . (Les arguments sont des conse´quences
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imme´diates du the´ore`me de Liouville et du fait que les courbes de genre 2 ou plus
sont uniformise´es par le disque unite´).
2.2 Pseudome´trique de Kobayashi orbifolde
Nous allons, suivant [C01], e´tendre la notion de pseudome´trique de Kobayashi au
cadre orbifolde:
Definition 2.2 Soit (C/∆) une orbifolde, ou` C est une courbe projective complexe,
et ∆ :=
∑
j∈J(1 − 1/mj).pj un Q-diviseur, les pj e´tant des points distincts de C
et J un ensemble fini. On de´finit d(C/∆) comme e´tant la plus grande des pseu-
dome´triques δ sur C telles que δ ≤ h∗(dD), ceci pour toutes les h : D → C, appli-
cations holomorphes compatibles avec le diviseur orbifolde ∆, c’est-a`-dire telles que
h∗(pj) ≥ mj .h
−1(pj), pour tout j ∈ J . (Autrement dit: h(z) ramifie au moins a`
l’ordre mj en tout z ∈ D tel que h(z) = pj).
Remarque 2.3 Si ∆ = ∅, on a donc: d(C/∅) = dC . De plus, si g : C
′ → (C/∆)
est une application holomorphe de la courbe C ′ vers C compatible avec ∆, alors
dC′ ≥ g
∗(d(C/∆)), puisque toute application h : D → C
′ fournit par composition
avec f une application f ◦ h : D → C compatible avec le diviseur orbifolde ∆. Le
meˆme argument fournit, plus ge´ne´ralement le re´sultat suivant (que l’on pourrait
d’ailleurs aussi formuler lorsque X aussi est munie d’un diviseur orbifolde):
Proposition 2.4
1. Soit f : X → C une fibration sur une courbe. Alors: dX ≥ f
∗(d(C/∆(f))).
2. Soit g : (C/∆) → (C ′/∆′) un morphisme d’orbifoldes supporte´es par des
courbes C et C ′. Alors d(C/∆) ≥ g
∗(d(C′/∆′)). En particulier, d(C/∆) est une me´trique
sur C si d(C′/∆′) est une me´trique sur C
′.
On e´tablit dans [C-W04] le re´sultat suivant, comme conse´quence d’une version
orbifolde du the´ore`me de Brody:
Proposition 2.5 Soit (C/∆) une courbe projective complexe connexe munie d’une
structure d’orbifolde ∆. Alors d(C/∆) est une me´trique sur C si et seulement si
(C/∆) est de type ge´ne´ral. Sinon, d(C/∆) est nulle.
Remarque 2.6 La de´finition donne´e de la pseudome´trique de Kobayashi orbifolde,
ou` l’ordre de ramification de h en z tel que h(z) = pj est seulement suppose´ eˆtre
au moins e´gal a` mj (mais n’est pas suppose´ eˆtre un multiple de mj) interdit de
de´montrer le re´sultat pre´ce´dent en choisissant un reveˆtement ramifie´ g : C ′ → C de
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C ramifiant a` l’ordre mj en chaque point p
′ ∈ C ′ tel que g(p′) = pj, et en relevant a`
C ′ les applications holomorphes h : D → C compatibles avec ∆.
Utilisant les notations introduites dans 1.3 on voit donc que les orbifoldes de
type (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3), (2, 3, 6) sur P1 ont une pseudome´trique de Kobayashi nulle.
(Remarquons q’elles ont d’ailleurs des reveˆtements cycliques de degre´s respectifs
2, 3, 6, e´tales au sens orbifolde qui sont des courbes elliptiques, de´finis (dans l’espace
total des fibre´s O(4),O(3) et O(6)) par les e´quations z2 = x(x − 1)(x − λ), z3 =
x(x − 1), et z6 = x3.(x − 1)2, z (resp. x) e´tant la coordonne´e de la fibre (resp. de
la base).
2.3 Non de´ge´ne´rescence de la pseudome´trique de Kobayashi
Proposition 2.7 Soit f : X → C une fibration de type ge´ne´ral de la surface X sur
la courbe C.
1. Si κ(X) = −∞, dX = f
∗(dC).
2. Si κ(X) = 1, alors dX = f
∗(δC), ou` δC est une pseudome´trique sur C telle
que δC ≥ f
∗(d(C/∆(f))), d(C/∆(f)) e´tant la pseudome´trique de l’orbifolde (C/∆(f)),
de´finie ci-dessus, et qui est une me´trique dans ce cas.
3. Si κ(X) = 2, alors dX est une me´trique sur l’ouvert de Zariski U de X
constitue´ de la re´union des fibres lisses de f .
De´monstration: La de´monstration de la premie`re assertion peut eˆtre faite sans
recourir a` 3.4 ci-dessus: si κ(X) = −∞, alors X est birationnelle a` P1 × C, d’ou` la
conclusion, puisque la pseudome´trique est un invariant birationnel. (On peut aussi
se dispenser de 3.4 pour la seconde assertion, en conside´rant des changements de
base fini ade´quats).
De´montrons l’assertion 2. Puisque dX est nulle sur la fibre ge´ne´rale (elliptique)
de f , elle est nulle sur toute fibre de f , puisque continue pour la topologie analytique.
Il existe donc une unique pseudome´trique δC telle que dX = f
∗(δC). L’ine´galite´ dX ≥
f ∗(d(C/∆(f))) re´sulte de 3.3, et montre que δC ≥ d(C/∆(f)). D’apre`s 3.4, d(C/∆(f))) est
une me´trique sur C. D’ou` les assertions.
De´montrons l’assertion 3. On a, par 3.3 et 3.4: dX ≥ f
∗(d(C/∆(f))), et δC :=
d(C/∆(f))) est une me´trique sur C. Soit a un point de U . Si b ∈ X est tel que
dX(a, b) < 2.ǫ, ou` ǫ > 0 est donne´, il existe une D-chaine de X de longueur infe´rieure
a` ǫ joignant a et b. C’est-a`-dire qu’ il existe une suite d’applications holomorphes
hi : D → X et de points ai, i = 0, 1, ..., n+ 1 tels que a0 = a, an+1 = b et de zi ∈ D
tels que hi(0) = ai, hi(zi) = ai+1 et
∑i=n
i=0 |zi| < ǫ. Puisque dX ≥ f
∗(δC), tous les
ai sont dans la boule ouverte Bǫ dans C, de centre c := f(a) et de rayon ǫ pour la
distance δC . Comme δC de´finit sur C la topologie analytique, Bǫ est contenue dans
un disque analytique B centre´ en c, et tel que V := f 1(B) ⊂ U , si ǫ est assez petit.
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Mais alors dX|V = dV est une me´trique, par [K98,3.11.2], puisque F := f
−1(c) est
hyperbolique.
Nous allons maintenant de´montrer autrement l’assertion 3 pre´ce´dente sans re-
courir a` 3.4. En fait, c’est une conse´quence imme´diate du lemme suivant:
Lemme 2.8 Soit f : X → C une fibration de type ge´ne´ral sur une courbe C (la
varie´te´ X est de dimension arbitraire).
1. f ◦ h : C → C est constante, pour toute application holomorphe h : C → X.
2. Soit δC la pseudome´trique sur C telle que δC(a
′, b′) = inf{dX(a, b)|f(a) =
a′, f(b) = b′}, ∀a′, b′ ∈ C. Alors δC est une me´trique sur C si X est de type ge´ne´ral.
De´monstration: La premie`re assertion est le cas particulier p = 1 du the´ore`me
8.1 de [C01], qui affirme (entre autres) que si g : X → Y est une fibration de type
ge´ne´ral avec dim(Y ) = p > 0, alors g ◦ h : Cp → Y est de´ge´ne´re´e, pour toute
application me´romorphe h : Cp → X .
Pour e´tablir l’assertion 2, on utilise [Ko98, thm 3.5.31,p. 94] qui affirme que
dX(a, b) = infc{
∫
c FX(c
′)}, si c : [0, 1]→ X est un chemin de classe C1 par morceaux
joignant a et b et de de´rive´e c′, et ou` FX : TX → [0,+∞[ est la pseudome´trique de
Kobayashi infinite´simale sur le fibre´ tangent TX de X .
Supposons qu’il existe a, b ∈ X tels que dX(a, b) = 0 et f(a) 6= f(b). On peut
supposer que a et b sont dans l’ouvert U . On va montrer qu’il existe un vecteur
tangent t ∈ TX tel que f∗(t) 6= 0, et tel que FX(t) = 0.
En effet, sinon FX(t) ≥ A.|f∗(t)|, pour une constante A > 0, si |t
′| est une
me´trique hermitienne continue sur TC, et si le point base m de t ∈ TmX est dans
un ouvert connexe U ′ := f−1(V ′) de X contenant a et b et relativement compact
dans U . Ceci re´sulte de la continuite´ de FX , e´tablie dans [Wr77] pour les varie´te´s
de type ge´ne´ral.
On en de´duit donc que dX(a, b) ≥ A.
∫
c∩V |f∗(c
′)| ≥ A.distV (a
′, b′) > 0, avec:
a′ := f(a), b′ := f(b), pour tout chemin c, si dist est la distance sur C de´duite de |t′|
sur TC, et si distV (a, b) est la somme des distances (au sens de dist) de a
′ a` C/V ′
et de b′ a` C/V ′. On en de´duit donc une contradiction: il existe bien t ∈ TU avec
les proprie´te´s annonce´es.
Le lemme de reparame´trisation de Brody montre alors qu’il existe une application
holomorphe h : C→ X telle que h′(0) = t. Ceci contredit l’assertion 1. Donc un tel
couple (a, b) n’existe pas, et δC est bien une me´trique sur C.
Question 2.9 A-t’on: δC = d(C/∆(f))) dans l’assertion 2 de la proposition
pre´ce´dente? Peut-on donner une description explicite des me´triques de Kobayashi
sur les orbifoldes de type (m1, m2, m3) sur P
1? Par exemple, ces me´triques
coincident-elles avec celles de leurs reveˆtements orbifoldes e´tales, qui sont des
courbes de genre 2 ou plus sans structure orbifolde?
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Remarque 2.10 On peut, plus ge´ne´ralement, suivant [C01], de´finir la pseu-
dome´trique de Kobayashi d’une orbifolde (X/∆) de dimension arbitraire (ou` ∆ :=
∑
j∈J(1 − 1/mj).Dj est un Q-diviseur effectif sur X , les Dj e´tant des diviseurs
irre´ductibles re´duits de X et J un ensemble fini. On de´finit d(X/∆) comme e´tant la
plus grande des pseudome´triques δ sur X telles que δ ≤ h∗(dD), ceci pour toutes
les h : D → X , applications holomorphes compatibles avec le diviseur orbifolde ∆,
c’est-a`-dire telles que h∗(Dj) ≥ mj .h
−1(Dj), pour tout j ∈ J . (Autrement dit: h(z)
ramifie au moins a` l’ordre mj en tout z ∈ D tel que h(z) ∈ D
0
j , si D
0
j est l’ouvert de
Dj constitue´ des points n’appartenant pas a` l’une des autres composantes de ∆).
Les proprie´te´s e´nonce´es ci-dessus lorsque X est une courbe restent valables en
dimension supe´rieure, par les meˆmes arguments.
3 Version Corps de Fonctions
On traduit en termes ge´ome´triques les notions de ge´ome´trie alge´brique usuelles
lorsque le corps de base est le corps kB des fonctions me´romorphes sur une courbe
projective complexe lisse et connexe B. On trouvera dans [C01] d’autres remarques
sur cette situation. Voir [Ca 04] pour les proble`mes d’effectivite´ et d’uniformite´.
3.1 Varie´te´s de´finies sur un corps de fontions complexes
Soit B une courbe projective complexe lisse et connexe, kB de´signant son corps des
fonctions me´romorphes. On a donc correspondance bijective entre les extensions
finies de kB et les reveˆtements ramifie´s w : B
′ → B.
Un varie´te´ XB de dimension n sur kB est une varie´te´ projective complexe X de
dimension n + 1 munie d’une fibration g : X → B. (Le mode`le (X, g) est en fait
de´fini a` e´quivalence birationnelle pre`s, nous ne conside´rons ici que des proprie´te´s
birationnelles, et nous ferons donc des changements de mode`le sans le pre´ciser).
Une fibration fB : XB → YB sera simplement une fibration f : X → Y telle que
h ◦ f = g, si YB = (Y, h), avec h : Y → B la fibration de´finissant la kB-varie´te´ YB.
Un point kB-rationnel de XB est une section s : B → X a` g. On notera X(kB)
l’ensemble de ces sections. La conjecture de Lang affirme que cet ensemble est fini
si XB est de type ge´ne´ral (ie: si sa fibre ge´ne´rique Xb := g
−1(b) l’est), et si XB n’est
pas isotriviale). Voir [C01] pour des re´fe´rences classiques et des observations sur
cette question.
Ces notions sont compatibles avec les changements de base finis (ou extensions
de corps de base finies) w : B′ → B. En particulier, on a une inclusion naturelle
X(kB) ⊂ X(kB′) si kB ⊂ kB′ , et une application naturelle f∗ : X(kB) → Y (kB) si
fB : XB → YB est une fibration de kB-varie´te´s.
Remarquons que si YB est une courbe sur kB, et si Y
′
B est une courbe birationnelle
a` YB (ie: on a une application birationnelle h au-dessus de B entre les surfaces Y
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et Y ′), alors Y (kB) = Y
′(kB). En dimension supe´rieure, on a e´galite´ pour les points
kB-rationnels exte´rieurs aux diviseurs exceptionnels de h.
3.2 Orbifoldes de´finies sur un corps de fonctions
Une orbifolde (XB/∆B) sur kB est donc la donne´e d’une varie´te´ projective g : X → B
sur kB et d’un diviseur orbifolde ∆B =
∑
j∈J(1 − 1/mj).∆j de XB. Les ∆j sont
des diviseurs irre´ductibles distincts de X . Par intersection avec la fibre ge´ne´rique
Xb := g
∗(b) de g, ∆B induit une orbifolde (Xb/∆b) deXb, ayant pose´: ∆b =
∑
j∈J(1−
1/mj).∆j,b, et ∆j,b := ∆j ∩Xb.
La dimension de Kodaira κ(XB/∆B) n’est autre que κ(Xb/∆b), pour b ∈ B
ge´ne´ral.
Exemple 3.1 L’exemple crucial d’orbifolde sur kB conside´re´ ici est bien suˆr la base
orbifolde Y/∆(f) d’une fibration f : X → Y entre B-varie´te´s XB et YB de´finies par
des fibrations g : X → B et h : Y → B. La condition pour que f soit de´finie sur kB
est que f soit au-dessus de B, c’est-a`-dire que g = f ◦ h.
L’orbifolde (Yb/∆(f)b) n’est alors autre que (Yb/∆(fb)), si fb : Xb → Yb est la
restriction de f au-dessus du point ge´ne´rique b ∈ B.
A e´quivalence birationnelle pre`s, les composantes ∆j de ∆ qui sont verticales,
c’est-a`-dire contenues dans une fibre de g, peuvent donc eˆtre omises. Un tel couple
(XB/∆B) est donc seulement l’un des mode`les de cette clase d’e´quivalence.
3.3 Courbes orbifoldes
On va maintenant conside´rer le cas dans lequel XB est une courbe sur kB (et X
est donc une surface). Dans ce cas, ∆j est une multisection de g (omettant les
e´ventuelles composantes verticales). Apre`s changement de base fini v : B′ → B,
on peut supposer (et on supposera dans la suite) que ∆j est l’image d’une section
pj : B → X de g.
On de´finira l’ensemble M0 ⊂ B des mauvaises places de XB/∆B comme e´tant
l’ensemble fini des b ∈ B tels que: ou bien Xb n’est pas lisse, ou bien Xb est lisse,
mais la restriction de g a` ∆B n’est pas e´tale au-dessus de b. On choisira aussi
arbitrairement un sous-ensemble fini M ⊂ B qui contient M0.
Exemple 3.2 Soit g : X → B une courbe sur kB dont la fibre ge´ne´rique est iso-
morphe a` P1. A e´quivalence birationnelle pre`s, X = P1 × B, et g est la seconde
projection. On notera π : X → P1 la premie`re projection.
Soit ∆B =
∑j=N
j=1 (1− 1/mj).∆j un diviseur orbifolde sur XB. On supposera que
les ∆j sont les images de sections pj : B → X a` g. A` e´quivalence birationnelle
pre`s, on peut supposer (et on supposera) que les sections p¯j := π ◦ pj : B → P
1 sont
constantes, et prennent les valeurs 0, 1 et ∞ respectivement pour j = 1, 2 et 3.
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Dans cette situation, on dira que XB/∆B est une orbifolde de type
(P1B/(m1, m2, ..., mN )) si les mj sont ordonne´s de telle sorte que 2 ≤ m1 ≤ ... ≤ mN .
(On ne suppose pas que les sections pj soient constantes si j ≥ 4).
L’ensemble des mauvaises places de (P1B/(m1, ..., mN)) est donc constitue´ des
points b en lesquels pj(b) = pk(b) pour un k 6= j. Si N ≤ 3, cet ensemble est vide.
Definition 3.3 Soit XB/∆B et X
′/∆′B des orbifoldes supporte´es par des courbes
XB et X
′
B sur kB. Un morphisme d’orbifoldes g : XB/∆B → X
′
B/∆
′
B est une
application me´romorphe surjective g : XB → X
′
B au-dessus de kB, qui induit un
morphisme gb : Xb/∆b → X
′
b/∆
′
b, pour b ∈ B ge´n’erique. Ce morphisme est e´tale si
sa restriction au-dessus de b ge´ne´rique est e´tale.
Exemple 3.4 Soit g : X → B une kB-courbe elliptique (ie: telle que les Xb lisses
soient des courbes elliptiques), munie d’une section s : B → X prise pour e´le´ment
neutre de la loi de groupe dans les fibres lisses de g. Il existe alors un morphisme
e´tale (au sens orbifolde pre´ce´dent) de degre´ deux u : XB → P
1
B/(2, 2, 2, 2) qui ramifie
(ge´ome´triquement) exactement aux points de 2-torsion de X/B. Ici l’orbifolde XB
est l’orbifolde (XB/∅). Ce meˆme morphisme induit aussi un morphisme e´tale u
+ :
XB/(1/2.s(B))→ (P
1
B/(2, 2, 2, 4)) lorsque XB est munie du diviseur orbifolde ∆ :=
(1/2).s(B).
3.4 Points kB-rationnels d’une courbe orbifolde
Soit XB/∆B une orbifolde supporte´e par une courbe XB de´finie sur kB, et M ⊂ B
un ensemble fini contenant les mauvaises places de l’orbifolde XB/∆B. On suppose
que les composantes ∆j de ∆B sont les images de sections pj : B → X a` g : X → B.
Definition 3.5 Soit (X/∆)(kB,M) ⊂ X(kB) l’ensemble des s : B → X, sections
de g : X → B, telles que, pour tout b ∈ B, si b /∈M , et si s(b) = pj(b), alors s et pj
sont tangentes a` l’ordre mj au moins en b.
Remarquons que deux mode`les birationnels de XB/∆B ont les meˆmes points
kB-rationnels (au sens de la de´finition 3.5 pre´ce´dente) si M est assez grand. Et
aussi que si u : XB/∆B → X
′
B/∆
′
B est un morphisme d’orbifoldes sur kB, alors
u((XB/∆B)(kB,M)) ⊂ (X
′
B/∆
′
B)(kB,M), pour tout M assez grand.
Cette de´finition provient de la:
Proposition 3.6 Soit f : ZB → XB une fibration de la kB-varie´te´ ZB sur
la kB-courbe XB. Soit XB/∆(f) la base orbifolde de f . Alors f(Z(kB)) ⊂
(XB/∆(f))(kB,M), pour tout M ⊂ B assez grand.
De´monstration: Par hypothe`se, f ∗(∆j) ≥ mj .f
−1(∆j). Donc (f ◦ s)
∗(∆j) =
s∗(f ∗(∆j)) ≥ mj(f ◦ s)
−1(∆j), ceci pour tout j ∈ J . (On note A ≥ B si le diviseur
A − B est effectif). D’ou` l’assertion si M contient toutes les mauvaises places de
∆(f) et les points de b au-dessus desquels f n’est pas partout de´finie.
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Remarque 3.7 Si l’on avait conside´re´ (XB/∆
∗(f)), on aurait obtenu la condition
plus forte: f ◦ s et pj sont tangentes en b a` un ordre divisible par mj. C’est le
point de de´part de [D97].
3.5 Mordell orbifolde sur un corps de fonctions
The´ore`me 3.8 Soit (XB/∆B) une orbifolde de´finie sur kB. Si κ(XB∆B) = 1, alors
pour tout M ⊂ B, (X/∆)(kB,M)nc est fini.
On de´signe, si (XB/∆B) = (F × B)/(∆ × F ) est triviale, par (X/∆)(kB,M)nc
le sous-ensemble de (X/∆)(kB,M) constitue´ des sections s qui sont non-constantes,
c’est-a`-dire telles que s¯ := π ◦ s : B → F ne soit pas constante, π : X → F
e´tant la premie`re projection. On peut ve´rifier que la finitude de (X/∆)(kB,M)nc est
inde´pendante des mode`les birationnels et des trivialisations choisies.
Remarque 3.9 La de´monstration donne´e ici n’est pas effective lorsque Xb est ra-
tionnelle. Dans ce cas (ou` Xb ∼= P
1), on peut facilement (tout comme dans le cas
classique ou` g(Xb) ≥ 2) rendre effective la borne sur la hauteur. Mais la finitude du
nombre de points de hauteur donne´e n’est pas effective (voir la seconde e´tape de la
de´monstration).
De´monstration: Soit g(Xb) le genre d’une fibre ge´ne´rique de g : X → B. Si
g(Xb) ≥ 2, l’assertion re´sulte de 1.4 et de re´sultats classiques ([M63], [G65],[P68]).
Si g(Xb) = 1, il suffit, d’apre`s 1.4 de traiter le cas ou` ∆B = (1/2).B
′, ou` B′ est
l’image d’une section s : B → X . Dans ce cas, il existe un reveˆtement double
e´tale au sens des orbifoldes u : (XB/((1/2).B
′)→ (P1B/(2, 2, 2, 4)). Par la remarque
suivant 3.5, on en de´duit la finitude de (XB/∆B)(kB,M) si l’on e´tablit celle de
(P1B/(2, 2, 2, 3))(kB,M), ce qui sera fait ci-dessous. Nous sommes donc ramene´s a`
traiter le cas ou` Xb ∼= P
1.
Conventions 3.10 Lorsque Xb ∼= P
1, il suffit, toujours d’apre`s la remarque suivant
3.5 et 1.4, de traiter les cas suivants: N = 3, N = 4 et ∆B = (2, 2, 2, 3), et enfin:
N = 5 et ∆B = (2, 2, 2, 2, 2), ou` N est le nombre de points de ∆b, pour b ∈ B
ge´ne´rique.
On supposera donc dans la suite que XB = P
1 × B, que g : X → B (resp.
π : X → P1) est la premie`re (resp. la seconde) projection, que les composantes
de ∆B sont des sections pj : B → X pour j = 1, 2, ..., N , et que les fonctions
p¯j := π ◦ pj : B → P
1 pour j = 1, 2, 3 sont constantes et prennent respectivement les
valeurs 0, 1 et ∞. Pour j = 1, 2, 3, on notera alors ∆0,∆1 et ∆∞ respectivement les
images des sections pj.
Si N = 3, on a donc: ∆B = (1− 1/m0).∆0 + (1− 1/m1).∆1 + (1− 1/m∞).∆∞,
avec: 1/m0 + 1/m1 + 1/m∞ < 1.
Si N = 4, on a donc: ∆B = (1/2).(∆1 + ∆∞ + ∆p) + (2/3).∆0, en notant ∆p
l’image de p4 (la section non ne´cessairement constante).
Si N = 5, on a donc ∆B = (1/2).(∆0 + ∆1 + ∆∞ + ∆p + ∆q), ou` ∆p et ∆q
de´signent les images des sections non ne´cessairement constantes p4 et p5.
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Le the´ore`me 3.8 est de´montre´ en deux e´tapes: la premie`re (lemme 3.11 ci-
dessous) est la majoration du degre´ de s¯ := π ◦ s : B → P1, si s : B → X ∈
(XB/∆B)(kB,M). La seconde (lemme 3.15 ci-dessous) est la de´monstration du fait
que les e´le´ments de (X/∆)(kB,M)nc forment, vues dans la varie´te´ de Chow de X ,
un ensemble discret.
Lemme 3.11 Dans la situation de´crite dans 3.10 ci-dessus, il existe un entier A
tel que pour tout s : B → X ∈ (X/∆)(kB,M)nc, le degre´ de l’application s¯ := π ◦ s :
B → P1 soit majore´ par A.
Remarque 3.12 L’entier A construit ci-dessous de´pend a priori de B, ∆B et du
cardinal deM . Avec un peu plus de travail, on pourrait le faire de´pendre de manie`re
effective seulement de g(B), du degre´ des applications pj , j = 1, . . . , N , et du
cardinal de M seulement.
De´monstration: On va distinguer les trois cas:
a. N = 3,
b. N = 4 et ∆B de type (2, 2, 2, 3),
c. N = 5 et ∆B de type (2, 2, 2, 2, 2).
Le premier cas (a) est exteˆmement simple (mais c’est aussi un cas peu inte´re´ssant
dans la version corps de fonctions. Ce cas est par contre central dans la version
arithme´tique, graˆce au the´ore`me de Bielyi): soit y := u/v la coordonne´e line´aire
globale sur P1, de coordonne´es homoge`nes [u : v]. Soit dy la 1-forme diffe´rentielle
me´romorphe associe´e sur P1. On identifiera, pour simplifier les notations, dy et
π∗(dy), image re´ciproque sur X := P1 × B de dy par π : X → P1.
Soit alors s : B → X ∈ (X/∆)(kB,M)nc. Donc s¯ : B → P
1 est non-constante,
et ramifie a` l’ordre m0 au moins en chaque point b /∈ M tel que s¯(b) = 0. On a
une hypothe`se similaire pour les points b /∈ M tels que s¯(b) = 1 ou ∞. Soit d > 0
le degre´ de l’application s¯ : B → P1, c’est-a`-dire le nombre de points d’une fibre
ge´ne´rique.
Par la formule d’Hurwitz, 2g(B)−2 = −2d+
∑
b∈B(r(b)−1), ou` r(b) est l’ordre de
ramification de s¯ en b ∈ B. Donc 2g(B)− 2 ≥
∑
b∈B′(r(b)− 1), ou` B
′ est l’ensemble
(fini) des b tels que s¯(b) = 0, 1,∞. Donc 2g(B) − 2 ≥ [
∑
b∈B′ r(b)] − [
∑
b∈B′(1)].
Comme
∑
b∈B′ r(b) = 3d, et que
∑
b∈B′ 1 ≤ [
∑
b∈M 1] + [
∑
b∈B′(r(b)/ms¯(b))] ≤ |M | +
d.(1/m0 + 1/m1 + 1/m∞)], on obtient: 2g(B) − 2 ≥ −2d + 3d − (1/m0 + 1/m1 +
1/m∞).d− |M |, notant |M | le cardinal de M .
Puisque 1−(1/m0+1/m1+1/m∞) := ǫ > 0, on en de´duit que: d ≤ (2g(B)−2+
|M |)/ǫ ≤ 42.(2g(B)− 2 + |M |), car ǫ ≥ 1/42 pour toute orbifolde de type ge´ne´ral
de support P1. Ceci e´tablit donc le lemme lorsque N = 3. Remarquons qu’en fait
cet argument s’applique sans changement si N est arbitraire, et si les composantes
de ∆B sont des graphes d’applications constantes de B dans P
1.
Nous traitons maintenant le second cas (b) ci-dessus3, en construisant une pluri-
forme diffe´rentielle me´romorphe w := (
∑k=6
k=0 Pk(x, y)dy
⊗6−k⊗dx⊗k)/(y4.(y−1)3.(y−
3En conside´rant implicitement (Ω1(X/∆))
⊗m, pour m ade´quat. Voir [C01] pour cette notion.
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p(x))3), ou` dx est l’image re´ciproque sur X par g d’une 1-forme diffe´rentielle
me´romorphe non-nulle sur B (holomorphe si g(B) ≥ 0), et ou` les Pk(x, y) sont
des fonctions me´romorphes sur X , e´gales pour x ∈ B ge´ne´rique a` des polynoˆmes en
y.
On va construire w de telle sorte que pour toute section locale holomorphe s :
U → X de g, de´finie sur un voisinage ouvert analytique U de b ∈ B, les proprie´te´s
suivantes soient satisfaites, si b /∈ M ′, M ′ un sous-ensemble fini ade´quat de B
(de´pendant de w a priori):
C1. Si s(b) = 1,∞, ou p(b), et si s(U) est tangente a` ∆1,∆∞,∆p respectivement,
alors s∗(w) est holomorphe en b.
C2. Si s(b) = 0, et si s(U) a en s(b) un contact d’ordre r ≥ 3 avec ∆0, alors
s∗(w) est holomorphe et s’annule en b a` l’ordre r/3 au moins.
L’existence d’une telle forme w est une conse´quence imme´diate du lemme suivant,
qui fournit l’existence au voisinage d’une fibre P1 × {b} de g:
Lemme 3.13 Soit p : D → C une fonction holomorphe, D e´tant le disque unite´
dans C. Il existe des polynoˆmes non nuls Pk(y), k = 0, 1, ..., 6, tels que si w :=
(
∑k=6
k=0 Pk(x, y)dy
⊗6−k⊗dx⊗k)/(y4.(y−1)3.(y−p(x))3), ou` les Pk(x, y) sont des fonc-
tions me´romorphes sur Z := D× P1 de´pendant holomorphiquement de x ∈ D, et qui
sont des polynoˆmes en y pour chaque x fixe´, et tels que: Pk(0, y) = Pk(y), alors la
proprie´te´ suivante est satisfaite: s∗(w) est holomorphe en x = 0 si s : D → P1 est
holomorphe, dans les trois cas suivants:
0. s(x) est tangente en x = 0 a` la section ∞.
1. s(x) est tangente en x = 0 a` la section constante de valeur 1.
2. s(0) = p et s′(0) = p′.
3. s(h)(0) = 0 pour h = 0, 1, 2; dans ce cas s∗(w) s’annule en x = 0. (On a note´
s(h) la de´rive´e h-ie`me de h). Plus ge´ne´ralement: si s s’annule en x = 0 a` l’ordre
r ≥ 3, alors s∗(w) s’annule en x = 0 a` l’ordre (r − 1)/2 ≥ r/3 au moins.
De´monstration: Il s’agit essentiellement d’un lemme d’alge`bre line´aire. La
condition 0. est satisfaite si w(x, u(x)/xs) est holomorphe en x = 0 pour s ≥ 2 et
u holomorphe avec u(0) 6= 0 . Supposons s = 2. Soit dk le degre´ du polynoˆme
Pk(y) (a` de´terminer). La condition est satisfaite pour s = 2 si, pour chaque
k, on a: x2(4+3+3)/x2dk+3(6−k) est holomorphe. Cette condition est satisfaite si
dk ≤ 1 + 3k/2. On obtient donc la condition 0 si dk ≤ 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10 pour
k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 respectivement. L’espace vectoriel complexe engendre´ par les co-
efficients des polynoˆmes Pk est donc de dimension (1+2+4+5+7+8+10+7) = 44.
On ve´rifie facilement que si ces conditions sont satisfaites pour s = 2, elles le sont
aussi pour s ≥ 3.
La condition 1 est satisfaite si w(x, 1+xs.u(x)) est holomorphe en 0 pour s ≥ 2.
Ici encore, la conside´ration du cas s = 2 suffit. Il suffit que pour tout k, (Pk(x, 1 +
x2.u(x)).x(6−k))/x6) soit holomorphe en 0. Ceci est vrai pourvu que les de´rive´es
relatives a` la variable y satisfassent a`: P
(h)
k (1) = 0 si h < k/2. Les de´rive´es (relatives
a` la variable y) de Pk en y = 1 doivent donc s’annuler jusqu’a` l’ordre ak inclus, avec
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ak = 0, 0, 1, 1, 2, 2 si k = 1, 2, 3, 4, 5, 6 respectivement. (Il n’y a pas de condition sur
P0).
La condition 2 est entie`ment similaire a` la pre´ce´dente, mais applique´e au point
y = p, et aux polynoˆmes Qk(y) de´finis comme suit: on doit ve´rifier cette fois-ci que
w(x, p(x) + x2.u(x)) est holomorphe en 0.
Ecrivons: w = (
∑k=6
k=0Qk(x, y)dz
⊗6−k ⊗ dx⊗k)/(y4.(y − 1)3.(y − p(x))3), ou` dz =
dy − p′(x)dx. Puisque dy = dz + p′(x)dx, on obtient:
Qk =
∑m=k
m=0(
6− k +m
m
)Pk−m.p
′(x)m. Par l’argument utilise´ pour la condition
1, on voit donc que la condition 2 est satisfaite si Q
(h)
k (p) = 0 pour h < k/2, et pour
tout k = 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Le meˆme argument que pour la condition 1 montre que la condition 3 est satisfaite
si P
(h)
k (0) = 0 pour h ≤ 2k/3 := bk. On a donc: bk = 0, 0, 1, 2, 2, 3, 4 si k =
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 respectivement. On ve´rifie aussi que si s s’annule en x = 0 a` l’ordre
r ≥ 3, alors s∗(w) s’annule en x = 0 a` l’ordre (bk−k+3)(r−1)+ (bk−3) au moins.
Cette quantite´ est au moins e´gale a` (r − 1)/2 si r ≥ 3, par ve´rification directe.
Les polynoˆmes cherche´s sont les solutions dans la somme directe W des espaces
vectoriels de polynoˆmes complexes de degre´s dk au plus pour k = 0, ..., 6 d’e´quations
line´aires homoge`nes. Or W est de dimension 44. Les conditions 1 et 2 ne´cessitent
chacune la satisfaction de
∑k=6
k=1(ak + 1) = 12 conditions (line´aires homoge`nes). La
condition 3 necessite la satisfaction de
∑k=6
k=0(bk + 1) = 19 conditions. L’espace
vectoriel des solutions est donc de dimension au moins 44− (12+12+19) = 1. D’ou`
le lemme.
La construction d’une pluri-forme me´romorphe globale w satisfaisant (entre
autres) les conditions C1. et C2. ci-dessus est maintenant imme´diate: On con-
side`re sur X = P1 ×B le faisceau:
F :=
⊕k=6
k=0[(dy
(6−k)⊗(g∗(Ω1B)
⊗k)/(y4.(y−1)3.(y−p)3)]⊗[π∗(OP1(dk)]. Le faisceau
(sur B) G⊂ g∗(F) egendre´ par les germes de sections dont les e´le´ments satisfont
en chaque point b de B aux conditions de´crites pre´ce´demmment (P
(h)
k (b, 0) = 0 si
h ≤ bk pour la condition 3, par exemple; plus les conditions similaires pour P
(h)
k (b, 1)
et Q
(h)
k (b, p(b))) est un sous-faisceau cohe´rent de g∗(F) de rang au moins 1 par le
lemme 3.13 pre´ce´dent. Donc G admet des sections me´romorphes globales w¯ non
nulles. Une telle section fournit une forme w satisfaisant les conditions voulues.
Observons que, par cette construction, w posse`de aussi la proprie´te´ additionnelle
C3. suivante (en conside´rant l’ordre maximum T des poˆles d’une telle section w¯ de
G):
C3. Si s : B → X est une section de g, alors s∗(w) a, en b, point arbitraire de B,
un poˆle d’ordre au plus T + 4 (on se rame`ne en multipliant w par (x− x(b))T , si x
est une coordonne´e locale sur B, au cas ou` les coefficients des Pk sont holomorphes
en b; alors c’est e´vident si s(b) 6= ∞; sinon s(b) = ∞, et ceci re´sulte du calcul
fait ci-dessus pour la ve´rification de la condition 0, en prenant s = 1). De plus
(par le meˆme argument), si s s’annule en b a` l’ordre r ≥ 3, alors la valuation
(ordre d’annulation, e´ventuellement ne´gatif) de s∗(w) en b est au moins e´gale a`
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(−T + (r − 1)/2) ≥ (−T + r/3).
Montrons maintenant comment l’existence d’une forme w satisfaisant les condi-
tions ci-dessus entraine le lemme 3.11 dans le cas (b).
Soit s : B → X une section de g telle que pour tout b /∈ M , si s(b) ∈ ∆j , alors
s(B) est tangente a` ∆j a` l’ordre mj au moins, avec m0 = 3, et mj = 2 si j = 1, p,∞.
Donc s∗(w) est holomorphe sur B −M , et a des poˆles d’ordre au plus T + 4 en
chaque point de M+, si M+ est la re´union de M et de l’ensemble (fini) des b ∈ B ou`
l’un des coefficients de l’un des Pk a un poˆle. De plus, s
∗(w) s’annule a` l’ordre au
moins (r− 1)/2 ≥ r/3 en chacun des b ∈ B en lesquels s(b) s’annule a` l’ordre r ≥ 3.
Le degre´ de s∗(w) est e´gal d’une part a` 12.(g(B)−1), d’autre part a` Z −P , si Z
est le nombre de ses ze´ros, et P celui de ses poˆles, multiplicite´s comprises. On note
M+ la re´union (finie) de M et de l’ensemble des poˆles de w¯, son cardinal est note´
m+.
Or Z ≥
∑
b∈Q′(r(b)/3) +
∑
b∈Q”(−T + (r(b)/3)), par la proprie´te´ C3. ci-dessus,
si Q′ (resp. Q”) de´signe l’ensemble fini des b ∈ B tels que s(b) = 0 et b /∈M+ (resp.
tels que s(b) = 0 et b ∈M+). Donc Z ≥ d/3−m+.T .
Par ailleurs, P ≤ m+.(T + 4), par la condition C3.
On en de´duit que 12(g(B)− 1) ≥ d/3−m+.(T + 4)−m+.T , c’est-a`-dire:
d ≤ 36(g(B)− 1) + 3m+.(2T + 4), et donc le lemme 3.11 dans le cas (b).
Nous traitons maintenant le cas (c) de la meˆme fac¸on. Cette fois-ci, on cherche
une forme w = (
∑k=4
k=0 Pk(x, y)dy
⊗4−k ⊗ dx⊗k)/(y2.(y − 1)2.(y − p(x))2.(y − q(x))2),
les diviseurs orbifoldes ∆p et ∆q e´tant les graphes d’applications p, q : B → P
1.
Les arguments sont tous exactement les meˆmes que dans le cas pre´ce´dent (et
nous ne les re´pe`terons donc pas), lorsque le lemme suivant est e´tabli:
Lemme 3.14 Soit p, q : D→ C des fonctions holomorphes.
Il existe des polynoˆmes non nuls Pk(y), k = 0, 1, ..., 4, tels que si w :=
(
∑k=4
k=0 Pk(x, y)dy
⊗4−k⊗dx⊗k)/(y2.(y−1)2.(y−p(x))2.(y−q(x))2), ou` les Pk(x, y) sont
des fonctions me´romorphes sur Z := D×P1 de´pendant holomorphiquement de x ∈ D,
et qui sont des polynoˆmes en y pour chaque x fixe´, et tels que: Pk(0, y) = Pk(y), alors
la proprie´te´ suivante est satisfaite: s∗(w) est holomorphe en x = 0 si s : D → P1 est
holomorphe, dans les quatre cas suivants:
0. s(x) est tangente en x = 0 a` la section ∞.
1. s(x) est tangente en x = 0 a` la section constante de valeur 1.
2. s(0) = p et s′(0) = p′.
3. s(0) = q et s′(0) = q′
3. s(0) = s′(0) = 0; dans ce cas s∗(w) s’annule en x = 0. Plus pre´cise´ment: si
s s’annule en x = 0 a` l’ordre r ≥ 2, alors s∗(w) s’annule en x = 0 a` l’ordre r/2 au
moins.
De´monstration: Elle est identique a` celle de 3.13 dans son principe, en plus
simple.
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La condition 0 se traduit par les conditions similaires: dk ≤ 2 + 3k/2. Donc
dk ≤ 2, 3, 5, 6, 8 pour k = 0, 1, 2, 3, 4. La condition 1 se traduit par l’annulation des
P
(h)
k (1) pour h ≤ ak, avec ak = [(k−1)/2]. Donc: ak = −1, 0, 0, 1, 1 si k = 0, 1, 2, 3, 4.
Les conditions 2, 3 se traduisent par l’annulation des Q
(h)
k (p) et des R
(h)
k (q) si
h ≤ ak, ou` Qk et Rk sont les polynoˆmes respectivement de´finis par:
w = (
∑k=4
k=0Qk(x, y)dz
⊗4−k ⊗ dx⊗k)/(y2.(y − 1)2.(y − p(x))2.(y − q(x))2) et:
w = (
∑k=4
k=0Rk(x, y)dζ
⊗4−k ⊗ dx⊗k)/(y2.(y − 1)2.(y − p(x))2.(y − q(x))2), avec:
dz := dy − p′(x)dx et dζ = dy − q′(x)dx.
Enfin, la condition 4 se traduit par l’annulation de P
(h)
k (0) pour les h ≤ bk :=
[k/2]. On a donc: bk = 0, 0, 1, 1, 2 si k = 0, 1, 2, 3, 4 respectivement.
On voit donc que cette fois-ci, l’espace vectoriel W est de dimension: 2 + 3 +
5 + 6+ 8 + 5 = 29, tandis que le nombre de conditions (line´aires homoge`nes) est de
3.
∑
k(ak+1)+
∑
k(bk+1) = 3.(0+1+1+2+2)+ (1+1+2+2+3) = 18+9 = 27.
L’espace vectoriel des solutions est donc de dimension au moins 2.
Ceci ache`ve la de´monstration du lemme 3.11.
On aborde maintenant la seconde e´tape de la de´monstration du the´ore`me 3.8.
On peut identifier les e´le´ments s : B → X de (X/∆)(kB,M) a` leurs images
(re´duites), et donc a` des points de Chow(X), la varie´te´ de Chow de X . Dans cette
identification, (X/∆)(kB,M) est une sous-varie´te´ alge´brique ferme´e de Chow(X),
puisque les conditions qui la de´finissent sont alge´briques (les ordres de contact aux
points d’intersection non au-dessus de M sont au moins e´gaux aux mj). Le degre´
des s¯ e´tant borne´, la finitude sera donc e´tablie si l’on montre que les points de
(X/∆)(kB,M), dans cette identification, sont isole´s.
Il nous suffit, par les arguments usuels du de´but de la de´monstration de 3.8, de
de´montrer cette proprie´te´ dans les cas ou`X = P1×B, et ou` ∆ =
∑j=N
j=1 (1−1/mj).∆j,
dans les trois cas suivants, ou` les ∆j sont, pour j = 1, 2, 3, les graphes d’applications
constantes de B dans P1, de valeurs 0, 1,∞ respectivement:
a. N = 3,
b. N = 4 et ∆B de type (2, 2, 2, 3),
c. N = 5 et ∆B de type (2, 2, 2, 2, 2).
Lemme 3.15 Dans les trois situations pre´ce´dentes, les points de (X/∆)(kB,M)nc
sont isole´s dans Chow(X) si κ(XB/∆B) = 1 (cette condition est satisfaite dans les
cas (b) et (c), elle l’est dans le cas (a) si et seulement si (1/m1+1/m2+1/m3) < 1).
De´monstration: Elle est base´e de manie`re essentielle sur le lemme e´le´mentaire
suivant:
Lemme 3.16 Soit u = u(t, z) : D × D → C, p = p(z) : D → C des fonctions
holomorphes, et m > 0 un entier. On suppose qu’il existe des fonctions holomorphes
g = g(t) : D → D et h = h(t, z) : D × D → C telles que: g(0) = 0, h(0, 0) 6= 0, et
u(t, z) = p(z) + h(t, z).(z − g(t))m. Soit U un voisinage de 0 dans D. Pour tout t
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assez proche de 0, l’e´quation: u(t, z) = u(0, z) a, dans U au moins (m−1) solutions
distinctes si la fonction g n’est pas constante (e´gale a` ze´ro, donc), et a au moins m
solutions (compte´es avec multiplicite´s) si g(t) ≡ 0).
Remarque 3.17 L’interpre´tation ge´ome´trique est la suivante: le graphe Gt de
l’application ut(z) := u(t, z) a un contact d’ordre au moins m avec celui de p(z)
au point x(t) := (g(t), p(g(t))). La conclusion est que Gt et G0 ont un nombre
d’intersection local (au-dessus de U) au moins e´gal a` (m− 1) si le point de contact
x(t) est mobile, et au moins m s’il est fixe.
De´monstration: On peut supposer que h(t, z) 6= 0 partout, quitte a` restreindre
les domaines de de´finition.
Si g(t) ≡ 0, l’e´quation a` re´soudre est: h(t, z).zm = h(0, z).zm. Le re´sultat est
donc e´vident.
Si g(t) n’est pas la fonction nulle, l’e´quation est: h(t, z).(z−g(t))m = h(0, z).zm.
Soit H(t, z) la racine m-ie`me holomorphe de la fonction h(0, z)/h(t, z) qui tend vers
1 quand (t, z) tend vers (0, 0), et ζ une racine m-ie`me arbitraire de 1. L’e´quation
pre´ce´dente est satisfaite si et seulement s’il existe ζ telle que z − g(t) = ζ.H(t, z).z,
c’est-a`-dire si z(1 − ζ.H(t, z)) = g(t). L’e´quation a donc bien (m − 1) solutions
distinctes qui convergent vers 0 quand t tend vers 0.
On va maintenant, pour de´montrer 3.15, proce´der par l’absurde, supposant
l’existence dans (X/∆)(kB,M) d’une composante irre´ductible T de dimension
strictement positive, ou encore d’une famille alge´brique s¯t : B → X de sections
dont les graphes St sont tangents a` l’ordre m ≥ mj a` ∆j en chacun des points
d’intersection non situe´s au-dessus de M . On choisit un point 0 ∈ T ge´ne´rique,
de telle sorte que l’ordre des points de contact de S0 avec chacun des ∆j au-dessus
de chacun des points b ∈ B (y compris ceux de M) soit ge´ne´rique, c’est-a`-dire
minimum, et reste donc le meˆme pour tous les t ∈ T voisins de 0 ∈ T .
Le lemme 3.16 peut eˆtre applique´ au voisinage de chacun des points b ∈ B tels
que s(b) = pj(b) pour l’un des j = 1, ..., N , en prenant ut = st et p := pj. Il montre
que le nombre d’intersection local de St et de S0 pre`s de x(0) = (b, pj(b)) est au
moins e´gal a` (m− 1) (resp. m) si x(t) 6= x(0) (resp. si x(t) = x(0)) au voisinage de
0 ∈ T .
Soit Q l’ensemble des points de B tels que s(b) = pj(b) pour un j = 1, ..., N au
moins. Soit Q” (resp. Q′) l’ensemble des points de Q qui sont (resp. qui ne sont
pas) dans M (rappelons que M est l’ensemble des places exclues des conditions de
tangence) .
Pour tout b ∈ Q, on note tj(b) ≥ 0 l’ordre de contact de S0 avec ∆j au-dessus de
b. On notera qu’il y a un unique j tel que tj(b) > 0 si b ∈ Q
′, mais qu’il peut y avoir
plusieurs tels j si b ∈ Q” (a` moins que N = 3, auquel cas les ∆j ne s’intersectent pas
non-trivialement). On notera aussi t(b) le plus grand des tj(b), pour j = 1, ..., N .
On de´duit du lemme pre´ce´dent 3.16, comptant les nombres d’intersection
globaux:
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S0.S0 = St.S0 ≥ [
∑
b∈Q′(t(b)− 1)] + [
∑
b∈Q” t(b)].
Par ailleurs, le nombre d’auto-intersection S0.S0 = (B
′ + dF )2 = 2d, si F (resp.
B′) est la classe de cohomologie d’une fibre de g : X → B (resp. de l’image d’une
section constante de g).
On en de´duit que:
(*) 2d ≥ [
∑
b∈Q′(t(b)− 1)] + [
∑
b∈Q” t(b)].
On va de´duire une contradiction de cette ine´galite´, dans chacun des trois cas
a,b,c ci-dessus.
Dans le cas (a), l’argument est, a` nouveau, tre`s simple:
On a: [
∑
b∈Q′(t(b) − 1)] + [
∑
b∈Q” t(b)] = 3.d − |Q
′|, puisque
∑
b∈Q t(b) = 3d. Or
|Q′| ≤ (1/m0 + 1/m1 + 1/m∞).d. Donc: l’ine´galite´ (*) fournit:
2d ≥ 3d − (1/m0 + 1/m1 + 1/m∞).d. Contradiction, puisque d > 0 et que
κ(XB/∆B) = 1, par hypothe`se, de sorte que (1/m0 + 1/m1 + 1/m∞) < 1.
Pour de´montrer les cas b et c ci-dessus, nous aurons besoin d’un autre lemme.
Lemme 3.18 Dans les cas b,c ci-dessus, et avec les notations pre´ce´dentes, on a:
∑
b∈Q” t(b) ≥ [
∑
b∈Q”
∑j=N
j=1 (1 − 1/mj).tj(b)] −
∑j=N
j=1 δj.(1 − 1/mj), ou` δj est le
degre´ de l’application pj : B → P
1.
Avant de de´montrer ce lemme, montrons qu’il entraine 3.15, et ache`ve donc la
de´monstration du the´ore`me 3.8.
On a, par l’ine´galite´ (*): 2d ≥ [
∑
b∈Q′(t(b)− 1)] + [
∑
b∈Q” t(b)] ≥
[
∑
b∈Q
∑j=N
j=1 (1 − 1/mj).tj(b)] + [
∑
b∈Q′
∑j=N
j=1 (1/mj).tj(b)] − |Q
′| −
∑j=N
j=1 δj .(1 −
1/mj).
Mais [
∑
b∈Q
∑j=N
j=1 (1− 1/mj).tj(b)] =
∑j=N
j=1 (1− 1/mj).(S0.∆j) =
∑j=N
j=1 (1− 1/mj).(d+ δj), par le calcul cohomologique:
(S0.∆j) = (B
′ + d.F )(B′ + δj .F ) = d+ δj .
Donc 2d ≥ [
∑j=N
j=1 (1− 1/mj).(d+ dj)] + [
∑
b∈Q′(1/mj).t(b)]− |Q
′| −
∑j=N
j=1 δj .(1−
1/mj).
On a la majoration e´vidente: |Q′| ≤ [
∑
b∈Q′
∑j=N
j=1 (1/mj).tj(b)], puisque, si b ∈ Q
′,
alors tj(b) = 0 pour tous les j, sauf un seul, pour lequel on a: tj(b) ≥ mj .
On en de´duit donc que: 2d ≥ [
∑j=N
j=1 (1− 1/mj)].d, et une contradiction, puisque
d > 0 et que [
∑j=N
j=1 (1− 1/mj)] > 2, ce qui est l’hypothe`se κ(XB/∆B) = 1.
De´monstration (du lemme 3.18): La de´monstration est locale en chaque
point b ∈ Q”. Supposons que N = 4. Alors on a, au plus, deux j tels que tj(b) > 0,
et l’un deux est j = 4 (correspondant a` la section non constante p, puisque les autres
ne s’intersectent pas).
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S’il y a un seul (ou aucun) j tel que tj(b) > 0, on a: t(b) ≥
∑j=4
j=1 tj(b).
Soit k 6= 4 le second j tel que tj(b) > 0, s’il y a deux des indices j tels que
tj(b) > 0. Rappelons que l’orbifolde est de type (2, 2, 2, 3), et que les sections pj
d’indices j = 2, 3, 4 ont des multiplicite´s mj e´gales a` 2, tandis que la section p1
(constante de valeur 0) a une multiplicite´ m1 := 3.
On a alors: t(b) ≥ [
∑j=4
j=1(1 − 1/mj).tj(b)] si k 6= 1, et t(b) ≥ [
∑j=4
j=1(1 −
1/mj).tj(b) − (1/2).τ(b)], ou` τ(b) est l’ordre de contact en (0, b) de ∆1 et de ∆4
si k = 1.
En effet: si k 6= 1, alors (1 − 1/mj) = 1/2 pour j = k, 4, et l’ine´galite´ t(b) ≥∑j=4
j=1(1− 1/mj).tj(b) re´sulte de ce que t(b) = max{tj(b), j = 1, . . . , 4}, et de ce que
tj(b) = 0 si j 6= k, 4.
Si k = 1, l’ine´galite´ t(b) ≥ [
∑j=4
j=1(1− 1/mj).tj(b)− (1/2).τ(b)], re´sulte de ce que
tj(b) = 0 si j 6= 1, 4, et se re´duit donc a`: t(b) ≥ [(1/2)t4(b)+(2/3)t1(b)− (1/2).τ(b)].
Mais τ(b) ≥ inf{t1(b), t4(b)} (puisque l’ordre de contact est une valuation). Si a, b
sont deux nombres re´els positifs de maximum m et de minimum s, on a toujours:
m+ (1/2).s ≥ a/2 + 2b/3, et donc la conclusion.
On obtient alors le lemme lorsque N = 4 en faisant la somme des ine´galite´s
obtenues sur tous les b ∈ Q”, et en remarquant que les contributions
∑
b∈Q”(1/2).τ(b)
sont majore´es par la moitie´ du nombre d’intersection de ∆1 et de ∆4, qui est e´gal a`
δ4, et que δj = 0 si j 6= 4.
La de´monstration lorsque N = 5 est similaire.
Les multiplicite´s mj attache´es aux 5 composantes ∆j sont toutes e´gales a` 2.
Si donc b ∈ Q” est tel que au plus deux des indices j sont tels que tj(b) > 0,
on a l’ine´galite´: t(b) ≥ [
∑j=5
j=1(1 − 1/mj).tj(b)], puisque (1 − 1/mj) = 1/2 et que
t(b) ≥ tj(b) pour tout j.
Il existe au plus trois des indices j en lesquels tj(b) > 0, puisque 4 des ∆j ne
s’intersectent pas. Et s’il y a trois tels indices, deux de ces indices sont j = 4 et
j = 5, puisque les autres ∆j ne s’intersectent pas. Soit k le troisie`me indice.
On va montrer que dans ce cas: t(b) ≥ (1/2)(tk(b) + t4(b) + t5(b)) − (1/2).τ(b),
ou` τ(b) est l’ordre de contact en pk(b) de ∆4 et de ∆5. Ceci re´sulte imme´diatement
de ce que t(b) ≥ tj(b), ∀j, et de ce que τ(b) ≥ inf{t4(b), t5(b)} (l’ordre de contact
de´finissant une valuation).
Sommant les ine´galite´s obtenues sur les b ∈ Q”, on en de´duit que:
∑
b∈Q” t(b) ≥ [
∑
b∈Q”
∑j=5
j=1(1−1/2).tj(b)]− [(1/2).
∑
b∈Q” τ(b)] ≥ [
∑
b∈Q”
∑j=5
j=1(1−
1/2).tj(b)]− (1/2).(δ4 + δ5), puisque (δ4 + δ5) est le nombre d’intersection (∆4.∆5),
e´gal a` la somme des τ(b) pour b ∈ B. Ceci ache`ve la de´monstration du lemme, et
donc celle du the´ore`me 3.8.
Remarque 3.19 Lorsque XB est une courbe elliptique sur kB munie d’un point
kB-rationnel (ie: une section p : B → X de la fibration elliptique g : X → B),
le re´sultat pre´ce´dent implique donc la finitude de l’ensemble des sections s : B →
X dont l’image est tangente a` p(B) en chacun de leurs points d’intersection (a`
l’exclusion eventuelle des points au-dessus de M , fixe´). Il serait inte´ressant d’avoir
un de´monstration ge´ome´trique directe de ce fait, base´e sur la finitude du rang (sur
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Z) du groupe de Mordell-Weil de XB. Une telle de´monstration pourrait peut-eˆtre
s’adapter au cas arithme´tique. Lorsque le rang du groupe de Mordell-Weil de XB
est 1, il est tre`s facile de de´montrer le re´sultat, car s(B) rencontre p(B) en un point
x = s(b) = p(b) non au-dessus de M , ces deux courbes sont tangentes au point
d’intersection x. Mais s(B) doit recouper transversalement, arbitrairement pre`s de
x, les multisections (e´tales au-dessus d’un voisinage U de b dans B) de N -torsion
lorsque N est grand. Ce qui montre justement que Ns(B) n’est pas tangente a`
p(B) en leurs points d’intersection proches de x. Si s(B) ne rencontre p(B) qu’en
des points situe´s au-dessus de M , N.s(B) rencontrera transversalement p(B) en des
points non-situe´s au-dessus de M , pour N grand, par l’argument pre´ce´dent. Donc
l’ensemble des sections conside´re´es est bien fini.
3.6 Finitude pour les surfaces de type ge´ne´ral ayant une
fibration de type ge´ne´ral sur une courbe
The´ore`me 3.20 Soient g : X → B, h : C → B et f : X → C des fibrations telles
que g = h ◦ f , dans lesquelles X,C,B sont projectives complexes lisses et connexes
de dimensions respectives 3, 2, 1. On suppose que:
1. La fibre ge´ne´rique Xb de g est une surface de type ge´ne´ral.
2. g n’est pas birationnellement isotriviale (ie: Xb n’est pas birationnelle a` Xb′
si b 6= b′ sont ge´ne´riques dans B).
3. Pour b ∈ B ge´ne´rique, le restriction fb : Xb → Cb de f au-dessus de b est une
fibration de type ge´ne´ral.
Alors il existe un sous-ensemble alge´brique strict D ⊂ X tel que l’ensemble des
sections s : B → X de g dont l’image n’est pas contenue dans D soit fini.
De´monstration: Dans le langage de 3.1, on a donc une surface de type ge´ne´ral
XB sur kB, et une fibration de type ge´ne´ral fB : XB → CB de´finie sur kB. L’assertion
est l’existence d’un sous-ensemble alge´brique strict DB ⊂ XB tel que l’ensemble
X(kB) des points kB-rationels de XB qui ne sont pas contenus dans DB est fini.
Or, d’apre`s la proposition 3.6, f(X(kB)) ⊂ (C/∆(f))(kB,M)), si M ⊂ B est
assez grand fini. D’apre`s le the´ore`me 3.8, (C/∆(f))(kB,M))nc est fini. Le the´ore`me
3.20 est donc e´tabli si (C/∆(f)) n’est pas un produit (T × B)/(∆ × B), ou` T est
une courbe projective connexe, et ∆ un diviseur orbifolde (constant) sur T .
On suppose donc de´sormais que C = T ×B, et on note π : C → T la projection
sur le premier facteur (la seconde projection e´tant h). On notera Xt ⊂ X la fibre
de π ◦ f : X → T au-dessus de t ∈ T . La restriction de g a` Xt de´finit donc une
fibration gt : Xt → B dont les fibres sont celles de f au-dessus de Ct := {t} ×B, et
sont donc de genre g ≥ 2, puique par hypothe`se Xb est de type ge´ne´ral.
On identifie maintenant X(kB) au sous-ensemble de Chow(X) parame´trant les
courbes re´duites et irre´ductibles Z de X telles que Xb.Z = 1. Donc X(kB) est
un ouvert de Zariski de Chow(X), re´union d’un ensemble fini ou de´nombrable de
composantes irre´ductibles Vn.
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Nous noterons Xn ⊂ X le lieu de Vn, adhe´rence de Zariski de la re´union X
∗
n
des s(B), pour s ∈ Vn; de sorte que Xn est un sous-ensemble alge´brique ferme´
irre´ductible de X , dont X∗n contient un ouvert de Zariski dense.
Pour chacune des Vn, deux cas se produisent, simultane´ment pour tous les s de
Vn: ou bien π◦f ◦s : B → T n’est pas constante (ie: f(s(B) ∈ (C/∆(f))(kB,M)nc),
ou bien π ◦ f ◦ s : B → T est constante.
Dans le second cas, π◦f◦s(B) est l’une des (C/∆(f))(kB,M), qui sont en nombre
fini. Tous les Xn, pour tous les n posse´dant cette proprie´te´ sont donc contenus dans
un diviseur Dnc de X .
On conside`re donc de´sormais uniquement les n pour lesquels le premier cas se
produit, et on note X(kB)c l’ensemble des s ∈ X(kB) telles que π ◦ f ◦ s : B → T
est constante.
Nous allons maintenant appliquer la version effective de la conjecture de Mordell
sur les corps de fonctions e´tablie dans [E-V90] (la premie`re version effective est
[P68]). Elle affirme que si u : S → B est une fibration non isotriviale d’une surface
projective lisse relativement minimale S sur une courbe B de genre q, et si la fibre
ge´ne´rique de u est une courbe de genre g ≥ 2, alors toute section s : B → S de u
satisfait: s(B).KS/B ≤ 4.(g− 1)
2.(q− 1+σ), ou` s est le nombre de fibres singulie`res
de u, et KS/B := KS − u
∗(KB) est le fibre´ canonique relatif.
Lorsque la fibration u est isotriviale, on a une borne e´le´mentaire sur s(B).KS/B ≤
2(q− 1), pour toute section s de u. En effet, u est alors une submersion de fibre F .
Si s n’est pas isole´e dans S(kB), on a: s(B).KS/B ≤ 0, par la formule d’adjonction.
Si s est isole´e, et si S = F × B est un produit au-dessus de B, KS/B est l’image
re´ciproque de KF , la borne ci-dessus est e´vidente. On se rame`ne a` ce cas en faisant
le changement de base e´tale v : B′ → B, ou` B′ := AutB(F ×B, S), le groupe relatif
des automorphismes de S au-dessus de B, dont la fibre au-dessus de b ∈ B est
l’ensemble des isomorphismes de F avec Sb. Cette fibre est finie, de cardinal au plus
84(g(F )− 1), puisque g(F ) ≥ 2.
Soit T ∗ ⊂ T l’ensemble (Zariski ouvert non vide) des t ∈ T pour lesquels Xt
est lisse. Remarquons que si σt est le nombre de fibres singulie`res de gt : Xt → B,
la fonction σt est borne´e sur T
∗, puisqu’elle est e´gal au nombre d’intersection de
{t}×B avec la courbe Σ ⊂ C constitue´e des points au-dessus desquels la fibre de f
n’est pas lisse. On notera σ ce nombre.
La fin de la de´monstration utilise malheureusement des re´sultats dont la pro-
fondeur est sans commune mesure avec le reste du texte.
Nous allons maintenant supposer, quitte a` faire un changement de base B′ → B
fini, que q := g(B) ≥ 2. Appliquant la the´orie des mode`les minimaux au-dessus de
T ([K-M92]), nous pouvons supposer (sans changer X(kB)) que X est Q-factorielle
a` singularite´s terminales et a` fibre´ canonique relatif KX/T nef et vaste
4. Il existe
donc un entier m > 0 tel que L := KX +mg
∗(KB) +m.(π ◦ f)
∗(H) soit nef et vaste
sur X , si H est ample sur T .
4traduction de “big”
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Il existe donc [Kaw84] un morphisme birationnel ψ : X → Y et un fibre´ ample
L′ sur Y tels que L := KX + m.(g
∗KB) + (π ◦ f)
∗(H) = ψ∗(L′). Or, L.Z ≤
4.(g − 1)2.(q − 1 + σ) + 2mq, pour tout s ∈ X(kB)c (remarquer que Xt reste lisse
pour t ∈ T ge´ne´rique, puisque X est a` singularite´s terminales, donc isole´es).
On en de´duit que la famille ψ∗(X(kB)) est borne´e. Pour conclure, il suffit donc
de montrer qu’aucun des Xn n’est e´gal a` X entier.
Supposant, par l’absurde que c’est le cas, on obtient une surface projective
irre´ductible S ⊂ Chow(X) dont l’intersection avec X(kB)c est Zariski dense dans
S, et dont le lieu est X . Il existe donc une application rationnelle dominante
ϕ : S × B → X d’evaluation des sections, au-dessus de B. Ceci implique, par
[Mae83], que g est birationnellement isotriviale, contrairement a` notre hypothe`se.
4 Version Arithme´tique
On conside`re dans cette section une fibration f : X → C dans laquelle X (resp. C)
est une surface (resp. une courbe) projective complexe lisse et connexe. On note
encore F une fibre lisse de f . On suppose que X,C, f sont de´finies sur un corps de
nombres k.
On a vu que si X et C sont de type ge´ne´ral, alors X(k′)∩U est un ensemble fini,
si U est l’ouvert de Zariski de X re´union des fibres lisses de f . On voudrait e´tendre
cet e´nonce´ au cas ou` X est de type ge´ne´ral, et ou` f est une fibration de type ge´ne´ral
(ie: κ(C/∆(f)) = 1), avec g(C) ≤ 1.
Nous allons montrer que cet e´nonce´ se rame`ne a` une version orbifolde de la
conjecture de Mordell. Cette re´duction est exactement analogue a` celle utilise´e dans
le cas des corps de fonctions.
4.1 Points rationnels orbifolde
Soit Ok l’anneau des entiers de k, et (C/∆) une orbifolde supporte´e par C et de´finie
sur k, ce qui signifie que C et les points de C formant le support du diviseur ∆
sont de´finis sur k5. On suppose choisi un mode`le de (C/∆) de´fini sur l’anneau Ok,M
des M-entiers de k, si M ⊂ B est un sous-ensemble fini contenant l’ensemble des
points de mauvaise re´duction de C/∆, notant B l’ensemble des valuations de k.
Pour chaque valuation finie v ∈ B, on note pv l’ide´al premier de cette valuation.
Soit ∆ :=
∑j=N
j=1 (1− 1/mj).pj, ou` les pj ∈ C sont dans C(k).
Pour tout x ∈ C(k), pour toute v ∈ B finie, et pour tout j, on de´finit un nombre
d’intersection arithme´tique (x.pj)v de x et pj en v par: (x.pj)v := max{m ≥ 0}, ou`
m de´crit l’ensemble des entiers tels que x et pj aient meˆme image dans la re´duction
de C modulo pmv . (Voir [D97]).
5Une de´finition plus pre´cise, sugge´re´e par P. Eyssidieux, est la suivante: C est definie sur k, et
pour tout n entier le diviseur de Cartier
∑
mj=n
pjest defini sur k (ie l’ensemble de pj pour mj = n
est invariant par le groupe de Galois de k)
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Definition 4.1 Soit (C/∆)(k,M) l’ensemble des x ∈ C(k) tels que pour tout j =
1, ..., N , et tout v ∈ B, finie, v /∈M , on ait: (x.pj)v ≥ mj si (x.pj)v 6= 0.
Remarque 4.2 Soit g : (C/∆) → (C ′∆′) un morphisme d’orbifoldes de´fini sur k.
Si l’on a des mode`les de g, (C/∆), et (C ′∆′) de´finis sur Ok,M , il est imme´diat de
ve´rifier que g((C/∆)(k,M)) ⊂ (C ′/∆′)(k,M) pour M assez grand.
L’origine de cette de´finition est la:
Proposition 4.3 Soit f : X → C une fibration, de´finie sur k, d’une surface X sur
une courbe C, toutes deux projectives et lisses. Soit (C/∆(f)) la base orbifolde de
f , suppose´e de´finie sur k. Si l’on a des mode`les de f, S, C,∆(f) de´finis sur Ok,M ,
M assez grand, alors f(X(k)) ⊂ (C/∆(f))(k,M).
De´monstration: Dans des mode`les ade´quats, f : X → C est de´finie par des
polynoˆmes homoge`nes a` coefficients dans Ok,M . Soit s ∈ S(k), v ∈ B, v /∈ M .
Supposons que les coordonne´es de f(s) et de pj sont e´gales modulo pv. Par hypothe`se
f ∗(pj) =
∑
kmk.Fk, ou` mk ≥ mj , ∀k. On peut donc choisir une carte affine de C
et une coordonne´e z centre´e en pj telles que z ◦ f = (ΠkG
mk
k )/G0, dans un ouvert
affine de X contenant s, les Gk e´tant des polynoˆmes a` coefficients dans Ok,M , et G0
un polynoˆme tel que G0(pj) ne soit pas divisible par pv. Modulo pv, l’un au moins
des polynoˆmes Gk s’annule en s. D’ou` l’assertion.
Remarque 4.4 Dans [D97], qui conside`re (implicitement) les multiplicite´s clas-
siques, la notion de point entier de (C/∆(f)) est diffe´rente. C’est, en conformite´ avec
le proble`me traite´, dans la situation de 4.1: mj divise (x.pj)v, et non: (x.pj)v ≥ mj.
4.2 Conjecture de Mordell Orbifolde
C’est la suivante:
Conjecture 4.5 Soit (C/∆) l’une des 5 orbifoldes suivantes, de´finie sur un corps
de nombres k. Alors (C/∆)(k,M) est un ensemble fini, pour tout M .
1. P1/(2, 3, 7)
2. P1/(2, 4, 5)
3. P1/(3, 3, 4)
4. P1/(2, 2, 2, 3)
5. P1/(2, 2, 2, 2, 2)
Remarque 4.6 On peut de´duire de cette conjecture et de [F83] que pour toute
orbifolde de courbe (C/∆) de´finie sur un corps de nombres k, (C/∆)(k,M) est fini,
pour tout M si κ(C/∆) = 1. Ceci re´sulte imme´diatemment de [F83] et de 4.2 si
g(C) ≥ 2. Si g = 0, c’est une conse´quence de 4.5, et de 1.4. Si g(C) = 1, ceci re´sulte
de 4.5, de 1.4, et de 1.3.
Donnons une conse´quence imme´diate de la conjecture pre´ce´dente:
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Corollaire 4.7 Soit f : S → C une fibration de type ge´ne´ral, de´finie sur un corps
de nombres k, dans laquelle S et C sont projectives complexes lisses et connexes, S
une surface de type ge´ne´ral, et C une courbe. Si l’on admet la conjecture 4.5, alors
S(k) ∩ U est fini, si U est la re´union des fibres lisses de S.
En particulier, il existe, si 4.5 est vraie, des surfaces projectives complexes lisses
et simplement connexes de´finies sur des corps de nombres et non potentiellement
denses.
De´monstration: f(S(k)) ⊂ (C/∆(f))(k,M) si M est assez grand, d’apre`s 4.3.
Comme κ(C/∆(f)) = 1, par hypothe`se, (C/∆(f))(k,M) est fini, par la conjecture
4.5. Par [F83], la restriction de f a` S(k)∩U est finie. Donc S(k)∩U est finie. D’ou`
la premie`re assertion.
La seconde assertion est obtenue en appliquant la premie`re aux surfaces constru-
ites dans 5. (On pourrait d’ailleurs en de´duire aussi des exemples potentiellement
denses simplement connexes lisses en toutes dimension (en prenant des produits, par
exemple, puis des sections hyperplanes)).
Remarque 4.8 La conjecture 4.5 est, du moins lorsque N = 3, une conse´quence
imme´diate de la conjecture abc (voir [E97], par exemple). Cette observation m’a
e´te´ communique´e par J.L. Colliot-The´le`ne (et P. Colmez). Ve´rifions ceci dans le cas
particulier ou` k = Q, N = 3 et M = ∅.
On peut supposer que ∆ = (1 − 1/u).0 + (1− 1/v).1 + (1− 1/w).∞, ou` u, v, w
sont des entiers au moins e´gaux a` 2 et tels que ǫ := 1 − (1/u + 1/v + 1/w) > 0.
Les points de (P1/∆)(Q) sont alors les points x := a/c ∈ P1 tels que a, c ∈ Z sont
premiers entre eux et tels que: rad(a)u divise a, rad(c)w divise c et rad(b)v divise b,
si b := c− a. On a note´ rad(a) le produit des nombres premiers qui divisent a.
La condition rad(a)u divise a signifie donc que chacun de ces nombres premiers
apparait dans la de´composition de a en produit de facteurs premiers avec un ex-
posant au moins e´gal a` u. C’est le cas si, par exemple, a est au signe pre`s une
puissance u-ie`me d’entier, cas traite´ dans [D97].
La conjecture abc affirme que rad(abc) = rad(a).rad(b).rad(c) ≥ Ct.M
t, pour
tout 0 < t < 1, avec une constante Ct > 0, si M := max{|a|, |b|, |c|}, pour
tous a, b, c tels que a + b = c . On a donc, si x = a/c est comme ci-dessus:
M (1/u+1/v+1/w) ≥ |a|1/u.|b|1/v.|c|1/w ≥ rad(abc) ≥ Ct.M
t, pour tout t < 1. Donc
1 ≥ Ct.M
t−(1/u+1/v+1/w). Choisissant 1 > t > 1/u+ 1/v + 1/w, on obtient donc 4.5
dans ce cas.
5 Une fibration de type ge´ne´ral sur une surface
simplement connexe
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On construit une surface projective lisse et connexeX de type ge´ne´ral simplement
connexe admettant une fibration de type ge´ne´ral sur la droite projective complexe.
Ceci montre que, contrairement au cas des multiplicite´s classiques, il n’y a pas
d’obstruction topologique (au niveau du groupe fondamental du moins) a` l’existence
de fibrations de type ge´ne´ral au sens non classique.
La difficulte´ est de construire des fibrations de base P1 ayant une fibre multiple
simplement connexe au sens non classique. Bien que l’existence de telles fibres quasi-
ment arbitraires soit e´tablie dans [W74] 6 , l’approche suivie dans [W74] (ge´ome´trie
formelle et the´ore`me d’alge´brisation de Grothendieck) ne permet pas de controˆler la
base .
Nous donnons ici une construction explicite mais tre`s spe´ciale de telles fibres.
Il serait inte´ressant d’avoir des me´thodes de construction plus ge´ne´rales que celle
propose´e ici de telles surfaces simplement connexes ayant une fibration de type
ge´ne´ral sur P1, ou meˆme seulement une de´monstration constructive des re´sultats de
[W74]7 .
The´ore`me 5.1 Il existe des fibrations de type ge´ne´ral f : X → P1, avec X une
surface projective lisse simplement connexe de type ge´ne´ral. On peut choisir X et f
de´finies sur un corps de nombres k.
Remarque 5.2 Les surfaces construites ci-dessous sont minimales, ont un fibre´
canonique ample et pour nombres de Chern: c21 = m[(m − 1).96 − 17] et c2 =
m[(m − 1).48 + 29], ou` m ≥ 5 est un entier. Donc 1, 66.. < (c21/c2) < 2 (une re´gion
banale de la ”ge´ographie” des surfaces de type ge´ne´ral).
La construction des surfaces du the´ore`me pre´ce´dent est base´e sur la:
Proposition 5.3 Soit D,L, T ⊂ P2 trois droites projectives distinctes et concour-
antes en un point a ∈ P2. Il existe alors une sextique S ⊂ P2 telle que:
1. S est irre´ductible et ne passe pas par a.
2. S rencontre D en 3 points distincts en lesquels elle est lisse et tangente a` D.
3. S rencontre L en 3 points distincts qui sont des points doubles de S.
4. S rencontre T en 2 points distincts qui sont des points triples de S.
Si les droites D,L, T sont de´finies sur Q, les 8 points pre´de´dents peuvent eˆtre
choisis sur Q, et S peut eˆtre de´finie sur un corps de nombres.
De´monstration: On suppose P2 rapporte´ aux coordonne´es homoge`nes (U : V :
W ) dans lesquelles les e´quations de L (resp. T ; resp. D) sont: (U = 0) (resp.
(V = 0); resp. (U − 2V = 0)). On note C la cubique C := (D+ L+ T ) d’e´quation:
U.V.(U − 2V ) = 0.
6Re´fe´rence [W74] communique´e par E. Amerik
7Une construction tre`s simple de fibre multiple par reveˆtement ramifie´ m’a e´te´ indique´e par
X. Gang. Cette construction fournit une fibre double avec trois composantes, deux triples et une
double. Mais les fibres obtenues ne sont pas simplement connexes.
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On a donc (par annulation de H1(OP2(3))) une suite exacte naturelle d’espaces
vectoriels complexes:
0→ H0(OP2(3))→ H
0(OP2(6))→ H
0(OC(6))→ 0.
L’espace vectoriel H0(OC(6)) s’identifie (par restriction a` T, L,D respectivement
sur l’ouvert affine W 6= 0 rapporte´ aux coordonne´es (u := U/W, v := V/W )) aux
triplets de polynoˆmes (g¯(u); h¯(v); k¯(v)) de degre´s au plus 6 tels que: (g¯(0) = h¯(0) =
k¯(0)), et: (k¯′(0) = 2.g¯′(0) + k¯′(0)).
On peut donc trouver des polynoˆmes (g, h, k) de degre´s respectifs (2, 3, 3) tels
que les polynoˆmes (g¯; h¯; k¯) := (g3; h2; k2) satisfont les conditions pre´ce´dentes, et tels
que, de plus: g(0) = h(0) = k(0) = 1, les ze´ros de chacun des trois polynoˆmes
g3; h2; k2 e´tant deux-a`-deux distincts.
Soit alors S1(u, v) un polynoˆme de degre´ 6 tel que ses restrictions a` T, L,D soient
respectivement g3; h2; k2. Ceci exprime que la sextique S1 (de´finie par l’e´quation
S1 = 0) coupe T (resp. L; resp. D) en 2 (resp. 3; resp. 3) points distincts t1, t2
(resp. l1, l2, l3; resp. d1, d2, d3) en lesquels elle a un contact d’ordre 3 (resp. 2; resp.
2).
On cherche donc S sous la forme: S = S1 +E.F , ou` E := uv(u− 2v) et F (u, v)
est un polynoˆme (non homoge`ne) de degre´ au plus 3.
Pour que les 8 = 2 + 3 + 3 points d’intersection correspondants aient les mul-
tiplicite´s voulues sur la sextique S (d’e´quation S = 0), il faut et il suffit donc que,
notant Fu, Fuu, Fuv, etc... les de´rive´es partielles de la fonction F (u, v), on ait:
1. Su(ti) = Suv(ti) = Svv(ti) = 0 pour i = 1, 2.
2. Su(lj) = 0 pour j = 1, 2, 3.
Compte-tenu du fait que E(ti) = E(lj) = Eu(ti) = 0 pour tous i, j, et de la for-
mule de Leibnitz pour les de´rive´es partielles d’un produit (ici E.F )), ces conditions
peuvent eˆtre re´alise´es si les 9 formes line´aires suivantes:
F (ti);Fu(ti);Fv(ti);F (lj), pour i = 1, 2 et j = 1, 2, 3
sont line´airement inde´pendantes sur l’espace vectoriel (de dimension 10)
H0(OP2(3)):
Or l’espace vectoriel annulateur de ces formes est constitue´ des e´quations de
cubiques planes ayant un point double en chacun des deux points t1, t2, et passant
par les 3 points lj . Un argument ge´ome´trique imme´diat montre que ces e´quations
sont de la forme: ζ.uv2, ou` ζ ∈ C.
Si S2 est une sextique satisfaisant a` toutes les conditions pre´ce´dentes, et si ζ ∈ C
est ge´ne´rique ade´quat, la sextique d’e´quation S := S2 + ζ.uv
2 satisfera aussi ces
meˆmes conditions, et sera, de plus, lisse aux points d1, d2, d3, car [uv
2]u(dj) 6= 0,
pour j = 1, 2, 3.
Pour achever la de´monstration de la proposition, il faut encore montrer que le
membre ge´ne´rique St du syste`me line´aire Λ
′ de sextiques engendre´ par S et S0 :=
D + 2L+ 3T est irre´ductible.
Sinon, St est somme de 6 droites, de 3 coniques lisses, ou de 2 cubiques.
Le premier cas est exclu, car une telle droite doit passer par l’un des ti, et par
l’un des lj. C’est impossible, puisque Λ
′ n’a pas de composante fixe. Le deuxie`me
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cas est aussi exclu, car une conique composante de St devrait eˆtre tangente a` D en
l’un des dj, et passer par 2 des ti et deux des lj (avec tangence a` T ou L si deux
de ces points sont confondus). Ceci contredit a` nouveau le fait que Λ′ n’a pas de
composante fixe. Le cas ou` St serait re´union de deux cubiques est aussi exclu, car
St ne serait pas lisse en l’un des points dj au moins, ou` les deux cubiques devraient
s’intersecter, alors que ce point devrait eˆtre un point de tangence de D et de St.
Les assertions de nature arithme´tique sont imme´diates sur la construction.
Corollaire 5.4 Soit g : P2 → P2 le morphisme de degre´ 4 de´fini par: g(X : Y :
Z) := (U : V : W ), avec U := X2 + Y 2; v := XY ;W := Z2. Soit D (resp. L; resp.
T ) les droites d’e´quations: U = 2V (resp. U = 0; resp. V = 0), et a := (0 : 0 : 1).
Soit S une sextique de´quation S(U : V : W ) = 0 satisfaisant les conditions de la
proposition pre´ce´dente relatives aux droites D,L, T . Alors H = g∗(S) est une courbe
de degre´ 12 telle que:
1. H ne passe pas par a′ := (X = 0; Y = 0;Z = 1).
2. H rencontre chacune des trois droites L′, L”, D′ d’e´quations respectives (Y =
i.X); (Y = −i.X); (Y = X) en 6 points distincts qui sont des points doubles de H.
3. H rencontre chacune des deux droites T ′, T” d’e´quations (Y = 0); (X = 0) en
4 points distincts qui sont des points triples de H.
4. Le membre ge´ne´rique Ht du syste`me line´aire Λ de courbes de degre´ 12 en-
gendre´ par H et H ′ := 2.(L′ + L” +D′) + 3(T ′ + T”) est irre´ductible.
De´monstration: Le reveˆtement g est Galoisien de goupe G ∼= Z2×Z2, engendre´
par α : (X : Y : Z)→ (−X ;−Y ;Z) et σ :: (X : Y : Z)→ (Y ;X ;Z). De plus, on a:
1. g(D′) = D et g∗(D) = 2D′.
2. g(L′) = g(L”) = L, et g∗(L) = L′ + L”.
3. g(T ′) = g(T”) = T , et g∗(T ) = T ′ + T”.
4. g est e´tale sur l’ouvert Z 6= 0;X2 6= Y 2, et ramifie a` l’ordre 2 le long de la
doite D′ prive´e de ses deux points (0 : 0 : 1) et (1 : 1 : 0).
Ces proprie´te´s permettent de de´duire imme´diatement le corollaire de la proposi-
tion, a` l’exception de l’irre´ductibilite´ de Ht := g
∗(St).
Si Ht n’est pas irre´ductible, il est donc re´union soit de 4 cubiques, soit de 2
sextiques irre´ductibles, qui forment une seule orbite sous l’action de G.
Le premier cas (de 4 cubiques) n’est pas possible, car St a un point triple en
chaque point ti, et g est e´tale au-dessus de ces points. Donc une cubique Γ com-
posante de Ht devrait passer par m = 2 (avec une singularite´) ou m = 3 des 4 points
de g−1(ti), et aussi par 7 des autres points de g
−1(R), si R est l’ensemble des 8 points
d’intersection de St et de C = L+D+ T , avec les notations de la proposition. Ceci
entrainerait que Γ est une composante fixe de Λ, et une contradiction.
Le cas dans lequel Ht serait re´union de 2 sextiques S
′
t et g.S
′
t, pour g ∈ G
d’ordre 2 (inde´pendant de t) est e´galement impossible. Ceci sera e´tabli au cours de
la de´monstration du corollaire 5.5 ci-dessous.
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Corollaire 5.5 Soit H et H ′ les deux courbes planes de degre´ 12 de´crites dans
la proposition pre´ce´dente, Λ le syste`me line´aire qu’elles engendrent, et ψ : P2 →
P1 l’application me´romorphe associe´e de´finie par le quotient (des e´quations) H/H
′.
Soit b : P → P2 l’e´clatement de P2 en les 26 points-base du syste`me line´aire Λ.
L’application ϕ := ψ ◦ b : P → P1 est holomorphe, a` fibres connexes. Elle a une
unique fibre multiple Φ∞ := ϕ
∗(∞), de multiplicite´ 2, qui est la transforme´e stricte
de H ′ par b. Cette fibre Φ∞ est simplement connexe. De plus, ϕ n’a aucune fibre qui
soit multiple au sens classique (ie: m+(ϕ, y) = 1, pour tout y ∈ P1, avec la notation
de la remarque 1.2).
De´monstration: Seules les assertions: ϕ est holomorphe et n’admet pas de fibre
multiple au sens classique ne sont pas conse´quences imme´diates de ce qui pre´ce`de.
On va de´montrer la premie`re au voisinage de l’un des points d’intersection t′ de
T ′ et de H , dans des coordonne´es locales analytiques (s, t) centre´es en ce point, et
choisies telles que T ′ a pour e´quation locale: t = 0.
Alors ψ(s, t) := (a.s3 + b.s2t + c.st2 + d.t3 + R(s, t))/t3, ou` R(s, t) est une fonc-
tion analytique nulle a` l’ordre 3 en (0, 0), pour des coefficients complexes a, b, c, d
ade´quats.
Le point crucial est: a 6= 0. Ceci re´sulte de ce que le nombre d’intersection de H
et de T ′ est 12, et est la somme des ordres de contact de H avec T ′ en chacun des
4 points t′i. Comme chacun de ces ordres de contact vaut au moins 3, chacun vaut
exactement 3, et donc a 6= 0.
Maintenant le diviseur exceptionnel de l’e´clatement de P2 en t
′ est recouvert par
les deux ouverts de cartes U1 et U2, munis de coordonne´es respectives (σ := s/t, t),
et (s, τ := t/s).
Dans U1, ψ(s, t) = aσ
3 + b.σ2 + c.σ + d+R1(σ, t), avec R1 analytique.
Dans U2, (ψ(s, t))
−1 = [τ 3/(a+b.τ+c.τ 2+d.τ 3+s.R2(s, τ))], avec R2 analytique.
Puisque a 6= 0, on en de´duit que ϕ est analytique (a` valeurs dans P1) au voisinage
de t′.
Le cas des points d’intersection de H et T” est identique. Celui des points
d’intersection de H avec L′ + L” + D′ est similaire (en plus simple, car seuls des
termes quadratiques interviennent).
Il reste a` montrer que ϕ n’a pas de fibre multiple au sens classique. Sinon, on
aurait pour une valeur ade´quate de t ∈ P1, t 6= ∞: Ht = (12/d).Γ, pour d 6= 12 un
diviseur de 12, et Γ une courbe de degre´ d.
On ne peut pas avoir d = 1, 2, 3, car Γ doit passser par les 26 points d’intersection
de H et de H ′. On ne peut pas non plus avoir d = 6, car la sextique Γ devrait passer
triplement par chacun des 4 points d’intersection de T ′ avec H .
Nous pouvons maintenant montrer que les fibres de φ sont connexes. Sinon,
par l’assertion 4 du corollaire 5.4 pre´ce´dent, de´montre´ sauf dans le cas ou` Ht serait
re´union de 2 sextiques, φ devrait se Stein-factoriser sous la forme: φ = ρ ◦ η, avec
η : P → P1 connexe et η : P1 → P1 de degre´ 2. Alors η aurait deux points de
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ramification double et en ces points, Ht serait une sextique double. Ceci contredit
l’argument pre´ce´dent, et ache`ve la de´monstration du corollaire.
On peut maintenant conclure la de´monstration du the´ore`me 4.1:
Corollaire 5.6 Soit ϕ : P → Q := P1 la fibration pre´ce´dente. Soit g : P := P1 →
Q = P1 un morphisme fini de degre´ m ≥ 1, e´tale au-dessus des points (en nombre
fini) de Q au-dessus desquels la fibre de ϕ n’est pas lisse. Soit X la normalise´e de
P×Q P , et f : X → P le morphisme de´duit de ϕ par le changement de base g. Soit
enfin u : X → P le morphisme fini naturel. Alors:
1. X est une surface lisse, et f est une fibration de type ge´ne´ral si m ≥ 5.
2. X est simplement connexe (et de type ge´ne´ral si m ≥ 5).
3. Si la sextique S est de´finie sur un corps de nombres, ainsi que g, alors X et
f sont aussi de´finies sur un corps de nombres.
Remarque 5.7 Si F est une fibre lisse de ϕ, on a: g(F ) = 13. En effet, si E
(resp. G) est le diviseur exceptionnel de b au-dessus des 18 points doubles (resp.
8 points triples) de H conside´re´s, alors KP = b
∗(KP2) + E + G. De plus, si F
est une fibre lisse de ϕ, on a: F.E = 2.18, et F.G = 3.8 (car chaque composante
de E (resp. G) se projette doublement (resp. triplement) sur P1 par ϕ). Donc
KP .F = 2(g(F )− 1) = (b
∗(KP2) + E +G).F = −3.12 + 2.18 + 3.8 = 24.
De´monstration de 5.6: Toutes les assertions sont imme´diates, sauf peut-eˆtre
le fait que f soit une fibration de type ge´ne´ral, et que X est simplement connexe.
Le fait que f soit de type ge´ne´ral si m ≥ 5 re´sulte de ce que f a maintenant m
fibres multiples (au sens de 1.1) de multiplicite´ 2 (qui est la multiplicite´ de Φ∞). On
conclut a` l’aide de la remarque 1.4.
La simple connexite´ de X re´sulte du lemme standard suivant:
Lemme 5.8 Soit f : X → C une fibration holomorphe propre et surjective sur une
courbe. Supposons que f n’ait pas de fibre multiple au sens classique (voir 1.2),
et que f ait une fibre simplement connexe F0. Alors: f∗ : π1(X) → π1(C) est un
isomorphisme de groupes.
De´monstration: Puisque f n’a pas de fibre multiple au sens classique, le noyau
de f∗ est l’image de π1(F ) dans π1(X) par j∗, de´duite de l’injection naturelle de F
dans X , si F est une fibre lisse de f . Mais j se factorise par l’injection de U dans X ,
si U est un voisinage ouvert de F0 qui se re´tracte sur F0, et qui contient F , choisie
assez proche de F0. Puisque F0 est simplement connexe, il en est de meˆme de U .
D’ou` la conclusion.
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